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❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s s✉❝❤ ❛s ❜r♦❛❞❝❛st✱
❞❡❧❛②s✱ ❛♥❞ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇s ❬✷✹❪✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ♦♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ ❛ str❡❛♠✐♥❣ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❬✷✹❪ t♦
t❤❡ ❖♣❡♥▼P✸✳✵ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬✶✾❪✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❦❡② s❡♠❛♥t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✜rst✲❝❧❛ss ❞❛t❛✲
✢♦✇ str❡❛♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥str✉❝ts
t♦ s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❢❛♥✲✐♥ ❛♥❞ ❢❛♥✲♦✉t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡ s❤♦✇
t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧✬s ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛❧❧♦✇s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡♥❝♦❞❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❙t❛r❙s ❬✷✷❪✳
❍✐❣❤❡r ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♠❛② ✐♠♣r♦✈❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❜✉t ✐t ♦❢t❡♥ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r✲
❤❡❛❞s✱ ✐♠♣❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② r✉♥✲
t✐♠❡ s✉♣♣♦rt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss❡t ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❣❛✐♥st
s✐♠♣❧❡r✱ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ ❈✐❧❦✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❛rr✐❡rs✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦r❡ r❡❧❛①❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥
s❝❤❡❞✉❧❡s✳ ❲❡ ❡①❤✐❜✐t t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❈✐❧❦ ♦♥ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐✈❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✿ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐✱ ✇❤❡r❡ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❜❛rr✐❡rs✱ ✐s ❛
❝❧❡❛r ✇✐♥♥❡r ❢♦r ❈✐❧❦✱ ❛♥❞ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ ❜❛rr✐❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇❛✈❡❢r♦♥ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❈✐❧❦✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ♠❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿
❼ ❆ str❡❛♠✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❖♣❡♥▼P ❬✷✹❪ ✇✐t❤ ✈❛st❧② ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳
❼ ❆ ❝♦♠♣✐❧❡r ♣r♦t♦t②♣❡ ❛♥❞ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❞❛t❛✲✢♦✇ r✉♥t✐♠❡ ❢♦r t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥ ●❈❈ ✹✳✻✳✶ ❛♥❞ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❼ ❆ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❙t❛r❙s ❝♦♠♣✐❧❡r ❞✐r❡❝t✐✈❡s ✇✐t❤ ❛rr❛② r❡❣✐♦♥ s✉♣♣♦rt
t♦ ♦✉r str❡❛♠✐♥❣ ❞❛t❛✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✵✶
✹ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥
❼ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ tr❛❞❡♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ str✐❝t t❛s❦ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❜❛rr✐❡r
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❈✐❧❦✮✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❛s❦s ✇✐t❤ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥✳
❼ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r t♦♦❧s ♦♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
✇✐t❤ ❙t❛r❙s ❛♥❞ ❈✐❧❦✳
❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ s✉r✈❡②s t❤❡ str❡❛♠✐♥❣ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
❖♣❡♥▼P✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ ✐ts ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ♥❡✇ ❝♦♥str✉❝ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t❛r❙s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛rr❛② r❡❣✐♦♥s t♦ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❛♥❞ r✉♥t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♠❛♣ ♦✉r ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❝♦♥str✉❝ts t♦ ❛ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t✱ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ❞❛t❛✲✢♦✇
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❞✉❝ts ❛♥ ✐♥✲❞❡♣t❤✱ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❞✐s❝✉ss❡s r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✱ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳
✷ ❙tr❡❛♠✲Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❖♣❡♥▼P
❚❤❡ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❬✷✹❪ r❡❧✐❡s ♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡
❞❛t❛ ✢♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ ❖♣❡♥▼P t❛s❦s ❛♥❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t❛s❦ ❣r❛♣❤✳ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣
♣r♦❣r❛♠s ♥❡❡❞ ❜❡ ♥❡✐t❤❡r r❡❣✉❧❛r ♥♦r st❛t✐❝✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ str❡❛♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳
❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s ❛❧❧♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦s✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❛s❦s ✐♥t❡r✲
❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ str❡❛♠s✱ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢❛♥✲✐♥✱ ❢❛♥✲♦✉t
❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛t❡s ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❛s❦ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❧s♦ s✉♣♣♦rts
♠♦❞✉❧❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✜rst✲❝❧❛ss str❡❛♠s ✭str❡❛♠s ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❞
r❡t✉r♥ ✈❛❧✉❡s✮✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡r✈❡s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ♦❢ ❑❛❤♥
♥❡t✇♦r❦s ❬✶✸❪ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ str❡❛♠s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠✳
✷✳✶ ❙②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s
❚❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ❖♣❡♥▼P✸✳✵ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❝❧❛✉s❡s ❢♦r t❛s❦ ❝♦♥str✉❝ts✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❝❧❛✉s❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳
input/output (list)
    list   ::= list, item
             | item
    item   ::= stream
             | stream >> window
             | stream << window
    stream ::= var
             | array[expr]
    expr   ::= var
             | value










output (s << Wwin[burstW])
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙②♥t❛① ❢♦r ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❝❧❛✉s❡s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s t♦
❛❝❝❡ss str❡❛♠s ✭r✐❣❤t✮✳
❇♦t❤ ❝❧❛✉s❡s t❛❦❡ ❛ ❧✐st ♦❢ ✐t❡♠s✱ ❡❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ str❡❛♠ ❛♥❞ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦
t❤❡ t❛s❦ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ❛♣♣❧✐❡s✳ ■❢ t❤❡ ✐t❡♠ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ❢♦r♠ str❡❛♠✱
t❤❡♥ t❤❡ str❡❛♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t ❛ t✐♠❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ str❡❛♠✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✱ str❡❛♠ ❃❃ ✇✐♥❞♦✇✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✉s❡s t❤❡ ❈✰✰✲✢❛✈♦✉r❡❞ ❁❁ ❃❃ str❡❛♠
♦♣❡r❛t♦rs t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ t♦ ❛ str❡❛♠✱ ❣❛✐♥✐♥❣ ❛❝❝❡ss✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ t❛s❦✱
t♦ ❤♦r✐③♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ str❡❛♠✳
■♥r✐❛
❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❙tr❡❛♠✐♥❣ Pr♦❣r❛♠s ✺
❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❡ ❬✷✸❪ ❢♦r ❛ ❢♦r♠❛❧✱ tr❛❝❡✲
❜❛s❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❚❛s❦s ❝♦♠♣✉t❡ ♦♥ str❡❛♠s ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛❧✉❡s✳
❚♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✱ str❡❛♠s ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ❈ s❝❛❧❛rs✱ tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥t♦ str❡❛♠s ❜② t❤❡
❝♦♠♣✐❧❡r✳ ❆♥ ❛rr❛② ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✭✐♥ ♣❧❛✐♥ ❈✮ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❛s❦
❛♥❞ ✐ts s✐③❡✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ t♦ ❛ str❡❛♠ ✐♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ♦r ♦✉t♣✉t
❝❧❛✉s❡ ❛❧❧♦✇s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❜✉rst✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇
✐s s❤✐❢t❡❞ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ t❤❡ ✐♥♣✉t ✇✐♥❞♦✇ ❘✇✐♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ ❜② t✇♦
❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇✐♥❞♦✇ ❲✇✐♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❝❛s❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❤♦r✐③♦♥ = ❜✉rst✳ ■♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❤♦r✐③♦♥ > ❜✉rst✱ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇
❡❧❡♠❡♥ts ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❜✉rst ❛r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ t❛s❦❀ ❢♦r ❛♥ ♦✉t♣✉t ✇✐♥❞♦✇✱ t❤❡ ❜✉rst ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥
♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ♦♥ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t str❡❛♠✱ ♦❢ ❛❧❧
❤♦r✐③♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✇✐♥❞♦✇✱ ❛♥❞ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❖♣❡♥▼P
♣r♦❣r❛♠✳
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ♦✉t♣✉t ✭①✮ ✴✴ ❚❛s❦ ❚✶
① ❂ ✳✳✳❀
❢♦r ✭✐ ❂ ✵❀ ✐ ❁ ◆❀ ✰✰✐✮ ④
✐♥t ✇✐♥❞♦✇❴❛❬✷❪✱ ✇✐♥❞♦✇❴❜❬✸❪❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ♦✉t♣✉t ✭① ✓ ✇✐♥❞♦✇❴❛❬✷❪✮ ✴✴ ❚❛s❦ ❚✷
✇✐♥❞♦✇❴❛❬✵❪ ❂ ✳✳✳❀ ✇✐♥❞♦✇❴❛❬✶❪ ❂ ✳✳✳❀
✐❢ ✭✐ ✪ ✷✮ ④
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ✐♥♣✉t ✭① ✔ ✇✐♥❞♦✇❴❜❬✷❪✮ ✴✴ ❚❛s❦ ❚✸
✉s❡ ✭✇✐♥❞♦✇❴❜❬✵❪✱ ✇✐♥❞♦✇❴❜❬✶❪✮❀
⑥














❋✐❣✉r❡ ✸✿ ■♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ♦❢ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s ❢♦r t❤❡ t❛s❦s ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳
❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❝❧❛✉s❡s✳ ❚❛s❦ ❚✶
✉s❡s t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ s②♥t❛① ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ♦♥❡ ❞❛t❛ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r str❡❛♠ ①✳ ❚❤❡
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ str❡❛♠s ✐♥ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss❡s t♦ str❡❛♠s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❖♣❡♥▼P ♣r♦❣r❛♠✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❛t ❚✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❞❡❧❛② ✐♥ t❤✐s str❡❛♠✳ ❚❛s❦ ❚✷ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣r♦❞✉❝❡r✱ ❛❞❞✐♥❣ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts t♦
str❡❛♠ ① ❛t ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❛s❦s ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❛r❞❡❞ ❜② ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r
❘❘ ♥➦ ✽✵✵✶
✻ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥
❚✸✱ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s t❤r❡❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛t ❛ t✐♠❡ ✭t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✮
❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞s t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚✹ ❛❧s♦ r❡❛❞s ❢r♦♠ ①✱ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ✐ts ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ str❡❛♠ ✇✐t❤
t❤❡ ❛❝❝❡ss❡s ❢r♦♠ ❚✸✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❣r❛♠✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❚✹✱ ❚✸✱ ❚✹✱ ❚✹✱ ❚✸✱ ✳✳✳✮✳
❇r♦❛❞❝❛st ♦♣❡r❛t✐♦♥s ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❝❧❛✉s❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡
❝❧❛✉s❡ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♣✉r❡ ♣❡❡❦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ❛ t❛s❦ r❡❛❞s ♦♥ ❛ str❡❛♠ ✇✐t❤♦✉t ❛❞✈❛♥❝✐♥❣
t❤❡ str❡❛♠✱ t❤r♦✉❣❤ ❛ 0✲❜✉rst ❛❝❝❡ss ✇✐♥❞♦✇✮✳ ❚❤❡ ♣❡❡❦ ❝❧❛✉s❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥② ♥❡✇
s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❤❡❧♣s ♠❛❦✐♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st ♦♣❡r❛t✐♦♥s s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ❝♦❞❡ ❡❛s✐❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✳
✐♥t ✇✐♥❬❤♦r✐③♦♥❪❀
✴✴ ✐♠♣❧✐❝✐t ✵✲❜✉rst
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ♣❡❡❦ ✭① ✔ ✇✐♥✮
✴✴ ❛❞✈❛♥❝❡ ❝❧♦❝❦ ❜② ❵❵❜✉rst✬✬




★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ✐♥♣✉t ✭① ✔ ✇✐♥❬✵❪✮
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ✐♥♣✉t ✭① ✔ ✇✐♥❬❜✉rst❪✮
④ ❀ ⑥
⑥
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙②♥t❛① ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡ ♣❡❡❦ ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ t✐❝❦ ❞✐r❡❝t✐✈❡✳
■♥ ❛ str❡❛♠✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♣②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ♦♥
♠✉❧t✐♣❧❡ ♦✉t♣✉t str❡❛♠s✱ s✐♠♣❧② ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❛s❦s t♦ r❡❛❞ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ str❡❛♠✱
✇✐t❤♦✉t ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ✐♥❞❡①✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♣❡❡❦ ❝❧❛✉s❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t
❜r♦❛❞❝❛sts✳ ❚❤✐s ❝❧❛✉s❡ ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ s②♥t❛① ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❧❛✉s❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❜✉rst ✐s
❞✐sr❡❣❛r❞❡❞✱ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ t♦ ❜❡ ✵✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢
❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❛ str❡❛♠✱ ✇❤❡t❤❡r ❛❧r❡❛❞② r❡❛❞ ♦r ♥♦t✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇ ❖♣❡♥▼P
t✐❝❦ ❞✐r❡❝t✐✈❡✳ ■t ❤❛s s✐♠✐❧❛r s❡♠❛♥t✐❝s ❛s ❛ ❝♦❞❡✲❧❡ss t❛s❦ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥♣✉t ❝❧❛✉s❡ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥
str❡❛♠✿ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ r❡❛❞ ✐♥❞❡① ✐♥ str❡❛♠s✱ ♣❧❛②✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r r♦❧❡ t♦ ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ t❤❡
❧♦❣✐❝❛❧ ❝❧♦❝❦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② str❡❛♠ ❛❝❝❡ss ✐♥❞❡①❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ♣❡❡❦ ❛♥❞
t✐❝❦✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦❞❡✳
❱❛r✐❛❞✐❝ str❡❛♠ ❝❧❛✉s❡s ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r♦❧❡s ♦❢ ♦✉r str❡❛♠✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡✱
✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ✇❛②✱ ❤♦✇ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ t❛s❦ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛r❜✐tr❛r②
t❛s❦ ❣r❛♣❤s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❛s❦s t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ str❡❛♠s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣♦s❡s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❛t✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♣✐❧❡r ❞✐r❡❝t✐✈❡s✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
str❡❛♠✐♥❣ ❝❧❛✉s❡s ♣r❡s❡♥t ♦♥ ❛ t❛s❦✬s ♣r❛❣♠❛ ❞✐r❡❝t✐✈❡ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② st❛t✐❝✳ ❚♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❝❝❡ss ♠✉❧t✐♣❧❡ str❡❛♠s ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② t❤r♦✉❣❤
❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s✳
✐♥t str❡❛♠❴❛rr❛②❬◆❪ ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴✭✭str❡❛♠✮✮❀
✐♥t ✇✐♥❞♦✇❴❛rr❛②❬♥✉♠❴str❡❛♠s❪❬♥✉♠❴❡❧❡♠❡♥ts❪❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ✐♥♣✉t ✭str❡❛♠❴❛rr❛② ✔ ✇✐♥❞♦✇❴❛rr❛②❬♥✉♠❴str❡❛♠s❪❬♥✉♠❴❡❧❡♠❡♥ts❪✮
✳✳✳ ❂ ✇✐♥❞♦✇❴❛rr❛②❬✵✳✳♥✉♠❴str❡❛♠s✲✶❪❬✵✳✳♥✉♠❴❡❧❡♠❡♥ts✲✶❪❀
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❞✐❝ ✐♥♣✉t ❝❧❛✉s❡✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛ t❛s❦ t♦ ♥✉♠❴str❡❛♠s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳
❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss ✇✐♥❞♦✇s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝
❝❧❛✉s❡✱ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ str❡❛♠s ❢r♦♠ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ str❡❛♠s✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ✇✐♥❞♦✇❴❛rr❛②
■♥r✐❛
❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❙tr❡❛♠✐♥❣ Pr♦❣r❛♠s ✼
❛❧❧♦✇s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♥✉♠❴str❡❛♠s str❡❛♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛② ♦❢ str❡❛♠s str❡❛♠❴❛rr❛②✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♠✉st ❜❡ ❛t ♠♦st t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②✳
✷✳✷ ❙tr❡❛♠ t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛r ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ❛ ♣❧❛✐♥ ❈ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ♣♦s❡s ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❝♦♠♣✐❧✐♥❣ str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s ✇❤❡r❡ str❡❛♠✐♥❣ t❛s❦s ♦❝❝✉r ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝❛❧❧s✱ ❧❡t ❛❧♦♥❡ ♣r♦❣r❛♠s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✉♥✐ts✱ ❛♥❞ ✐t ♠❛❦❡s t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✈❡r②
❞✐✣❝✉❧t✳ ❚♦ ❡♥❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧❛r ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ♣❛ss str❡❛♠s ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ st♦r❡ str❡❛♠ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ str❡❛♠s ✜rst ❝❧❛ss ❡♥t✐t✐❡s
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❧✐❦❡ ❛♥② ❈ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❈♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ ♦✉r ❝♦♠♣✐❧❡r ❞✐r❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ str❡❛♠✐♥❣✱ ✇❡ ❛❞❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❛ttr✐❜✉t❡s t♦ t②♣❡ str❡❛♠s✳
❙tr❡❛♠s ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ st❛❝❦✲❛❧❧♦❝❛t❡❞ str❡❛♠ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❢r❡❡❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛♣✲❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡❞
❜② t❤❡ r✉♥t✐♠❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✉s❡r ♥❡❡❞s ♥♦t ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♥❞ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r
str❡❛♠s t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❛♥② st❛❝❦✲❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳
✴✴ ❉❡❝❧❛r❡ ❛ t②♣❡❞ str❡❛♠
✐♥t str❡❛♠ ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴✭✭str❡❛♠✮✮❀
✴✴ ❉❡❝❧❛r❡ ❛ t②♣❡❞ ❛rr❛② ♦❢ str❡❛♠s ✭❛❧❧♦❝❛t❡s r✉♥t✐♠❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❤❡❛♣✮
✐♥t str❡❛♠❴❛rr❛②❬s✐③❡❪ ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴✭✭str❡❛♠✮✮❀
✴✴ ❉❡❝❧❛r❡ ❛ t②♣❡❞ ❛rr❛② ♦❢ str❡❛♠ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭♥♦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉♥t✐♠❡ ❞❛t❛✮
✐♥t str❡❛♠❴r❡❢❴❛rr❛②❬s✐③❡❪ ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴✭✭str❡❛♠❴r❡❢✮✮❀
✴✴ ❋✉♥❝t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ str❡❛♠s ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r
✈♦✐❞ ❢♦♦ ✭✐♥t ①❬❪ ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴✭✭str❡❛♠✮✮✮❀
✴✴ ❈❛❧❧✲s✐t❡ ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ str❡❛♠s ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r
❢♦♦ ✭str❡❛♠❴❛rr❛②✮❀
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❙tr❡❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ str❡❛♠ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✱ ❛s s❝❛❧❛r ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛rr❛②s ♦❢ str❡❛♠s
❛♥❞ ❛rr❛②s ♦❢ str❡❛♠ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❇♦t❤ str❡❛♠s ❛♥❞ str❡❛♠ r❡❢❡r❡♥❝❡s
❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❜✉t str❡❛♠ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ s❡t
❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♣r✐♠❛r✐❧② ♠❡❛♥t t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛♥❛❣✐♥❣
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ str❡❛♠s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ✈❛r✐❛❞✐❝ str❡❛♠✐♥❣ ❝❧❛✉s❡s✳
❚❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ str❡❛♠ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞♦♥❡ ❡♥t✐r❡❧② ❜② t❤❡ r✉♥t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤
tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ✉♣❞❛t❡s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t✐♠❡❧② ❞❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❛❞✲
✈❛♥❝❡❞ ✉s❡s ♦❢ str❡❛♠ r❡❢❡r❡♥❝❡s r❡q✉✐r❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ r✉♥t✐♠❡ ❝❛❧❧s t♦
✐♥❝r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❞❡❝r❡♠❡♥t t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t❡r❀ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡② ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❝♦♣❡
♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ str❡❛♠ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ✐t ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❤❡❛♣
❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ♣✉r♣♦s❡❢✉❧❧② ❝❤♦s❡ t❤✐s ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡s♦✉r❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t♦r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
t♦ r✉❧❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤❡❛♣ ♠❡♠♦r②✳ ❙✐♥❝❡ ✜rst✲❝❧❛ss str❡❛♠s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠♦st s✐t✉❛t✐♦♥s
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ✐s s❡❧❞♦♠ ♥❡❝❡ss❛r②❀ s♦ ❢❛r✱ ♦✉r ♦♥❧② ✉s❡ ❢♦r ❡①♣❧✐❝✐t
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❝♦♠♣✐❧❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥
s✐♠♣❧❡r ✇❛②s ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✱ ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✵✶
✽ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥
✐♥t t❡♠♣ ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴✭✭str❡❛♠❴r❡❢✮✮❀
✐♥t str❡❛♠s❬✺❪ ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴✭✭str❡❛♠✮✮❀










★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ✐♥♣✉t ✭① ✔ ✇✐♥❬♥❪❬❜❪✮
✴✴ ✳✳✳ ✉s❡ ✇✐♥❬✵✳✳♥✲✶❪❬✵✳✳❤❪
⑥
❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ str❡❛♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣✳
❋✐❣✉r❡ ✼ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ str❡❛♠ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ str❡❛♠s ✐♥
t❤❡ ❛rr❛② ❛r❡ r❡✲♦r❞❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛② ♦❢ str❡❛♠s t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦♦✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛r②
t❡♠♣✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧s♦ t❛❦❡s ❛s s❡❝♦♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t str❡❛♠s
✐♥ t❤❡ ❛rr❛② ❛♥❞ ✐t ❛❝❝❡ss❡s t❤❡s❡ str❡❛♠s t❤r♦✉❣❤ ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝ ✇✐♥❞♦✇✳
✷✳✸ ◆❡st❡❞ str❡❛♠✐♥❣
❚♦ ❛❧❧♦✇ r❡❝✉rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥❝✉rr❡♥t t❛s❦s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❡ ❛❞❞ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❛s❦ ♥❡st✐♥❣✱ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ❛r❜✐tr❛r②✶ ♥❡st✐♥❣ ♦❢
str❡❛♠✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲str❡❛♠✐♥❣ t❛s❦s✳
❆s ✇❡ t❛r❣❡t ♠♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st str✉❝t✉r❡❞ ♥❡st✐♥❣ ❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡
str❡❛♠s t♦ ♥❡st❡❞ t❛s❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛t❡ t❛s❦s ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡s❡ str❡❛♠s✳ ❚❤✐s
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ♣❛ss✐♥❣ str❡❛♠s ❜② ✈❛❧✉❡ t♦ ♥❡st❡❞ t❛s❦s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✐rst♣r✐✈❛t❡ ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤✐s
❝❧❛✉s❡ ❝♦♣✐❡s t❤❡ str❡❛♠ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❧♦♥❡ ❛♥❞ ✐ss✉❡s t❤❡ ♣r♦♣❡r r✉♥t✐♠❡ ❝❛❧❧s t♦ ❡♥s✉r❡ ♣r♦♣❡r
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ str❡❛♠ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✭r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦✉♥t✐♥❣✮✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❢✉rt❤❡r ♣r♦❣r❛♠♠❡r
✐♥✈♦❧✈❡♠❡♥t✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✽ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐✱
✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝❧❛r❡s ❛ str❡❛♠✱ ♣❛ss❡❞ ❜② ❝♦♣② t♦ ❛ ✜rst t❛s❦ t❤❛t ✐♥✐t✐❛t❡s t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞
♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s❡❝♦♥❞ t❛s❦ ✇✐❧❧ r❡❛❞ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r ❛ str❡❛♠ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇r✐t❡s ✐ts r❡s✉❧t✳ ■t ❢✉rt❤❡r s♣❛✇♥s t✇♦ t❛s❦s
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥✳
❲❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❛t ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♥❡st✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐s♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ r❡❛❞ ✭♦r✱
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ✇r✐t❡✮ ❛❝❝❡ss❡s t♦ ❡❛❝❤ str❡❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦s
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉❝❤ ❛❝❝❡ss❡s✱ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ str❡❛♠s✳ ■❢ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t❤r❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t r❡❛❝❤❡s ❛ t❛s❦ ❝♦♥str✉❝t✱ ✐s ♥♦t s❡q✉❡♥t✐❛❧✱
t❤❡♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s❛♠❡
str❡❛♠ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✷✳ ❲❡ ♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ✭♥♦t
❡①❡❝✉t✐♦♥✮ ♦❢ t❛s❦s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t♦ ♦r ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ str❡❛♠ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❡✐t❤❡r
❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ t❛s❦s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✭♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝♦♥s✉♠✐♥❣✮ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ str❡❛♠
❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ t❛s❦✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❝♦❞❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ ♦r t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ❝r❡❛t✐♦♥ ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ t❛s❦ ❣r❛♣❤✳
✶❲✐t❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❜❡❧♦✇✳
✷❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s t♦t❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❛s❦s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡✐t❤❡r
t②♣❡ ♦❢ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss✱ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳
■♥r✐❛
❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❙tr❡❛♠✐♥❣ Pr♦❣r❛♠s ✾
✈♦✐❞ str❡❛♠❴❢✐❜♦ ✭✐♥t ♥✱ ✐♥t ❝✉t♦❢❢✱
✐♥t s♦✉t ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴✭✭str❡❛♠✮✮✮ ④
✐♥t ①❀
✐❢ ✭♥ ❁❂ ❝✉t♦❢❢✮
④
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ♦✉t♣✉t ✭s♦✉t ✓ ①✮
① ❂ s❡q✉❡♥t✐❛❧❴❢✐❜♦ ✭♥✮❀
⑥ ❡❧s❡ ④
✐♥t s✶ ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴ ✭✭str❡❛♠✮✮❀
✐♥t s✷ ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴ ✭✭str❡❛♠✮✮❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ❢✐rst♣r✐✈❛t❡ ✭s✶✮
str❡❛♠❴❢✐❜♦ ✭♥ ✲ ✶✱ ❝✉t♦❢❢✱ s✶✮❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ❢✐rst♣r✐✈❛t❡ ✭s✷✮
str❡❛♠❴❢✐❜♦ ✭♥ ✲ ✷✱ ❝✉t♦❢❢✱ s✷✮❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ✐♥♣✉t ✭s✶✱ s✷✮ ❭
♦✉t♣✉t ✭s♦✉t ✓ ①✮
① ❂ s✶ ✰ s✷❀
⑥⑥
✴✴ ▼❛✐♥✿
✐♥t str❡❛♠ ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴ ✭✭str❡❛♠✮✮❀
✐♥t ♥✉♠✐t❡rs ❂ ✳✳✳❀
✐♥t ❝✉t♦❢❢ ❂ ✳✳✳❀
✐♥t r❡s✉❧t❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ❢✐rst♣r✐✈❛t❡ ✭str❡❛♠✮
str❡❛♠❴❢✐❜♦ ✭♥✱ ❝✉t♦❢❢✱ str❡❛♠✮❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ✐♥♣✉t ✭str❡❛♠ ✔ r❡s✉❧t✮
♣r✐♥t❢ ✭✧❋✐❜♦✥r❡s✉❧t✿✥✪❞✧✱ r❡s✉❧t✮❀
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❘❡❝✉rs✐✈❡✱ ♥❡st❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐✳
✷✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❢✉t✉r❡s ❛s str❡❛♠✐♥❣ t❛s❦s
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❖♣❡♥▼P
str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡①♣r❡ss ❣❡♥❡r❛❧ ❢✉t✉r❡s ❛s str❡❛♠✐♥❣ t❛s❦s✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡
❛❧s♦ ❤✐♥ts ❛t ❤♦✇ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❤❡❛✈② ✉s❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss ♣❛tt❡r♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡
✈❛❧✉❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✐s r❡q✉❡st❡❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❲❡ r❡❧② ♦♥ ✐♥♣✉t ❝❧❛✉s❡s
✇✐t❤ ♥✉❧❧ ❜✉rsts t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ str❡❛♠ ❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉t✉r❡ ❝❛♥
♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r✱ ♦r t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✱ ♥❡❡❞s t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ r❡❛❞ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ str❡❛♠✳ ❆❞✈❛♥❝✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞ ✐♥❞❡① ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t s✐❞❡ ❡✛❡❝t✿
♥♦ ❢✉rt❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣❛st ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡❀ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡rs t❤❛t ❤❛✈❡
❛❝q✉✐r❡❞ ❛ r❡❛❞ ❤❛♥❞❧❡ ♦♥ ❡❛r❧✐❡r ❢✉t✉r❡s ✐s ✜♥❛❧✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❝②❝❧❡ ♠❡♠♦r② ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❜✉✛❡r s❝❤❡♠❡✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ❆❞✈❛♥❝✐♥❣ t❤❡
r❡❛❞✐♥❣ ✐♥❞❡① ✐♥ ❛ str❡❛♠ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥♣✉t ❝❧❛✉s❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ❜✉rst
✈❛❧✉❡ ♦♥ ❛ t❛s❦ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❝♦❞❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾ ✭❧❡❢t✮
s❤♦✇s ❤♦✇ ❛ ❢✉t✉r❡ ① ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ str❡❛♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✉♠❡rs ♦❢ t❤✐s ❢✉t✉r❡ ✉s❡ ✐♥♣✉t
❝❧❛✉s❡s ✇✐t❤ ❛ ❜✉rst ♦❢ s✐③❡ ✵✱ ❛♥❞ ❛ ✜♥❛❧ ❝♦❞❡✲❧❡ss t❛s❦ ❛❞✈❛♥❝❡s t❤❡ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ str❡❛♠ ❢♦r t❤❡
♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦❞❡✲❧❡ss t❛s❦s ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♥❡①t ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡
▲✉❝✐❞ ❬✸❪ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✉♠❡r t❛s❦s ❞♦ ♥♦t ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥
t❤❡ str❡❛♠ ❜② t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ❡①♣❧✐❝✐t ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♣❡r❝❡✐✈❡❞
❛s ❝✉♠❜❡rs♦♠❡✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✵✶
✶✵ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥
✐♥t ① ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴✭✭str❡❛♠✮✮✱ ✇✐♥❬✶❪❀
✇❤✐❧❡ ✭✳✳✳✮ ④
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ♦✉t♣✉t ✭①✮
① ❂ ❢♦♦ ✭✮❀
✐❢ ✭✳✳✳✮
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ✐♥♣✉t ✭① ✔ ✇✐♥❬✵❪✮
✳✳✳ ❂ ✉s❡ ✭✇✐♥❞♦✇❬✵❪✮❀
✐❢ ✭✳✳✳✮
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ✐♥♣✉t ✭① ✔ ✇✐♥❬✵❪✮
✳✳✳ ❂ ✉s❡ ✭✇✐♥❞♦✇❬✵❪✮❀





★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ♦✉t♣✉t ✭①✮
① ❂ ❢♦♦ ✭✮❀
✐❢ ✭✳✳✳✮
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ♣❡❡❦ ✭①✮
✳✳✳ ❂ ✉s❡ ✭①✮❀
✐❢ ✭✳✳✳✮
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ♣❡❡❦ ✭①✮
✳✳✳ ❂ ✉s❡ ✭①✮❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t✐❝❦ ✭①✮
⑥
❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❋✉t✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ t❛s❦s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s②♥t❛①
✭r✐❣❤t✮✳
✸ ❍✐❣❤✲▲❡✈❡❧ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
❚♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♦✉r str❡❛♠✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ❢♦r
❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇✐t❤ r✐❝❤ ❝♦♥str✉❝ts t♦ ❞❡✜♥❡ ✐♥t❡r✲t❛s❦ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡s✳ ❲❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❙t❛r❙s ❬✷✷❪ ❛♥❞ ✐ts ❛rr❛② r❡❣✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❡①♣r❡ss s✉❝❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱
❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t♦ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s✳
✸✳✶ ❚❤❡ ❙t❛r❙s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧
❙t❛r❙s ❬✷✷❪ r❡❧✐❡s ♦♥ ❝♦♠♣✐❧❡r ❞✐r❡❝t✐✈❡s ❢♦r ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❝♦r♦✉t✐♥❡s
s✐♠✐❧❛r t♦ ❖♣❡♥▼P t❛s❦s✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❧❛✉s❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ♦❢ ❡❛❝❤
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ t❛s❦✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r✲t❛s❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥❢❡rr❡❞✳ ■♥ ✐ts ❧❛t❡st ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❬✷✶❪✱
t❤❡s❡ ❛❝❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❛rr❛② r❡❣✐♦♥s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❧♦t ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t②
t♦ ♣r♦❣r❛♠♠❡rs ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ♣❛t❤ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r t❤✐s r✐❝❤✱
✐♠♣❧✐❝✐t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐s ♣❛✐❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ r✉♥t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❆ r✉♥t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡s♦❧✈❡r ❞❡t❡❝ts t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦✈❡r❧❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇
❡♥❝❧♦s✐♥❣ ❙t❛r❙s t❛s❦s✳
❲❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❙t❛r❙s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡
❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛② r❡❣✐♦♥ s✉♣♣♦rt ✐t ♣r♦✈✐❞❡s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡
❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ r❡❛❞❡rs t♦ ♣❡r✉s❡ t❤❡ t✇♦ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✈❡✳
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ❬❝❧❛✉s❡s❪
❢✉♥❝t✐♦♥✲❞❡❢✐♥✐t✐♦♥ ⑤ ❢✉♥❝t✐♦♥✲❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥
✐♥♣✉t ✭❬❧✐st ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs❪✮
♦✉t♣✉t ✭❬❧✐st ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs❪✮
✐♥♦✉t ✭❬❧✐st ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs❪✮
❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙t❛r❙s t❛s❦ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❝❧❛✉s❡s ❢♦r♠❛t ✭r✐❣❤t✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✵ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❛s❦ ❞✐r❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❧❛✉s❡s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❖♣❡♥▼P
✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙t❛r❙s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❛s❦ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❜♦t❤ t♦
❖♣❡♥▼P t❛s❦s ❛♥❞ t♦ ♦✉rs✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧❛✉s❡s ✭r✐❣❤t✮ ❛❧❧♦✇ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❛❝❝❡ss❡s ✭r❡❛❞✱
■♥r✐❛
❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❙tr❡❛♠✐♥❣ Pr♦❣r❛♠s ✶✶
✇r✐t❡ ♦r r❡❛❞✴✇r✐t❡✮ t❛❦✐♥❣ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝❝❡ss❡s
❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡s❡ ❝❧❛✉s❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❆❬❧♦✶✿✉♣✶❪❬❧♦✷✿✉♣✷❪✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss❡s ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞s ✭❜♦t❤ ✐♥❝❧✉s✐✈❡✮ ♦♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛rr❛② ❆✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t②♣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛rr❛② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦✛s❡t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❢♦r ✭✐t❡r ❂ ✵❀ ✐t❡r ❁ ♥✉♠✐t❡rs❀ ✐t❡r✰✰✮
❢♦r ✭✐ ❂ ✶❀ ✐ ❁ ◆✲✶❀ ✐ ✰❂ ❇✮
❢♦r ✭❥ ❂ ✶❀ ❥ ❁ ◆✲✶❀ ❥ ✰❂ ❇✮
④
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ✐♥♦✉t ✭❞❛t❛❬✐✿✐✰❇✲✶❪❬❥✿❥✰❇✲✶❪✮ ❭
✐♥♣✉t ✭❞❛t❛❬✐✲✶❀✶❪❬❥✿❥✰❇✲✶❪✱ ❞❛t❛❬✐✰❇❀✶❪❬❥✿❥✰❇✲✶❪✮ ❭
✐♥♣✉t ✭❞❛t❛❬✐✿✐✰❇✲✶❪❬❥✲✶❀✶❪✱ ❞❛t❛❬✐✿✐✰❇✲✶❪❬❥✰❇❀✶❪✮
④
❢♦r ✭❦ ❂ ✐❀ ❦ ❁ ✐ ✰ ❇❀ ✰✰❦✮
❢♦r ✭❧ ❂ ❥❀ ❧ ❁ ❥ ✰ ❇❀ ✰✰❧✮
❞❛t❛❬❦❪❬❧❪ ❂ ✵✳✷ ✯ ✭❞❛t❛❬❦❪❬❧❪ ✰ ❞❛t❛❬❦✲✶❪❬❧❪ ✰ ❞❛t❛❬❦✰✶❪❬❧❪
✰ ❞❛t❛❬❦❪❬❧✲✶❪ ✰ ❞❛t❛❬❦❪❬❧✰✶❪✮❀
⑥
⑥
❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❙t❛r❙s r❡❣✐♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t✐❧❡s ♦❢ s✐③❡ ❇✳
❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❉❛t❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✱ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✶✳
❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❙t❛r❙s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇♦r❦s✱ ❋✐❣✉r❡ ✶✶ s❤♦✇s ❛♥ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ❦❡r♥❡❧✳ ■t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
♣❧❛♥❡✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ✺✲♣♦✐♥t st❡♥❝✐❧ ♦✈❡r ❛ t✐❧❡❞ ❛rr❛②✱ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ ❛
❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❙t❛r❙s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ t❛s❦ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✱ ✉s❡s ✜✈❡ ❛❝❝❡ss r❡❣✐♦♥s ♦♥
❛rr❛② ❞❛t❛✱ ♦♥❡ ✐♥ r❡❛❞✴✇r✐t❡ ♠♦❞❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥♦✉t ❝❧❛✉s❡✱ ❛♥❞ ❢♦✉r ✐♥ r❡❛❞ ♠♦❞❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
✐♥♣✉t ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤❡ r❡❛❞✴✇r✐t❡ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ t✐❧❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ②❡❧❧♦✇
♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛❝❝❡ss❡s t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ t✐❧❡s✱ ✐♥
❣r❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ✉s❡❞ ❢♦r r❡❛❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤❛t ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✱ t❤❡ s❡♠✐❝♦❧♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❣✐♦♥ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣
✐♥❞❡① ❛♥❞ ❛ ❧❡♥❣t❤✿ ❞❛t❛❬✐✲✶❀✶❪❬❥✿❥✰❇✲✶❪ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r❡❣✐♦♥ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐❞❡ ❛t ✐♥❞❡① ✐✲✶ ♦♥
♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ s♣❛♥♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❥ ❛♥❞ ❥✰❇✲✶ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✵✶
✶✷ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛❝❝❡ss r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡s ♣♦ss✐❜❧❡
♦✈❡r❧❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♦♥s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡
t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ♦✈❡r❧❛♣s✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
r❡s♦❧✈❡r r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r② r❡❣✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ✐♥ ❜❛s❡ ✸✱ ✇❤❡r❡
❡❛❝❤ ❞✐❣✐t ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s 0✱ 1 ♦r X✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜✐♥❛r②
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t ❛♥ ❛❞❞r❡ss ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ r❡❣✐♦♥ ✐✛ ❡❛❝❤ ❞✐❣✐t
♦❢ t❤❡ ❛❞❞r❡ss✬ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐❣✐t ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✬s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ r❡❣✐♦♥✬s ❞✐❣✐t ✐s X✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✇❛② t❤❡ r❡❣✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✇❛② r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞
✐♥ ❛ t❡r♥❛r② s♦rt tr❡❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✶❪✳
❚❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt② ✐s t❤❛t t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡s♦❧✈❡r ♣r♦✈✐❞❡s
♣r❡❝✐s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✲
t✐♠❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t❛r❙s ❞✐r❡❝t✐✈❡s t♦ ♦✉r str❡❛♠✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐✈❡s✳
✸✳✷ ❚r❛♥s❧❛t✐♥❣ ❙t❛r❙s ✐♥t♦ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛♣✲
t✉r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❛s❦s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ s❤❛r❡❞ ❞❛t❛✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❙t❛r❙s r❡s♦❧✈❡r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛t
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞❛t❛✲✢♦✇ str❡❛♠✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts✳
❚❤❡ ❦❡② ✐♥s✐❣❤t ❜❡❤✐♥❞ ♦✉r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❛t ❙t❛r❙s ❛rr❛② r❡❣✐♦♥s✱ ♦r ❛♥② ♠❡♠♦r②
❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ❛ str❡❛♠ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡rs✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ s✐♥❣❧❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ✇❤❡r❡ ✇r✐t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡✈❡r r❡✲✇r✐t❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥✲♣❧❛❝❡ ✉♣❞❛t❡ ♣♦❧✐❝② ♦❢ ❙t❛r❙s✱ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ❧✐✈❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ str❡❛♠ t♦ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡
✈❡rs✐♦♥✴❡❧❡♠❡♥t✿ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛❧✐✈❡ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ✐♥ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳
❚❤❡ ❙t❛r❙s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡s♦❧✈❡r ✐s ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❛tt❛❝❤ ❛ str❡❛♠ t♦ ❡❛❝❤ ❙t❛r❙s
r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ r❡s♦❧✈✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❢♦r ❛ ❞②♥❛♠✐❝ t❛s❦ ✐♥st❛♥❝❡ T ✱ t♦ r❡t✉r♥ t✇♦ s❡ts ♦❢
str❡❛♠s✿
❼ ❚❤❡ s❡t ♦❢ str❡❛♠s ❛tt❛❝❤❡❞✿ ✭✶✮ t♦ ❛♥② r❡❣✐♦♥ t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ t❤❡ ✇r✐t❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❛s❦
T ✭♦✉t♣✉t ❛♥❞ ✐♥♦✉t✮❀ ♦r ✭✷✮ t♦ ❛♥② ✇r✐t❡ r❡❣✐♦♥ t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢
t❛s❦ T ✭✐♥♣✉t ❛♥❞ ✐♥♦✉t✮❀ ♦r ✭✸✮ t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦✇♥ ❛❝❝❡ss r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❛s❦ T ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧
t❤✐s s❡t str❡❛♠s❴♣❡❡❦✭❚✮✳
❼ ❚❤❡ s❡t ♦❢ str❡❛♠s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❛s❦ T ✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t❤❡✐r t②♣❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧
t❤✐s s❡t str❡❛♠s❴♦✉t✭❚✮✳
■♠♣❧✐❝✐t❧②✱ ❡❛❝❤ str❡❛♠ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ❙t❛r❙s r❡❣✐♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✶✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✶✳
❋✐❣✉r❡ ✶✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ ❙t❛r❙s t♦
❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ✐♥✈♦❦❡ t❤❡ ❙t❛r❙s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡s♦❧✈❡r✱ ♣❛ss✐♥❣
❛ s❡t ♦❢ r❡❣✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ t❤❡ ❙t❛r❙s ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞
♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✐♥ r❡t✉r♥ t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ str❡❛♠s str❡❛♠s❴♣❡❡❦ ❛♥❞ str❡❛♠s❴♦✉t ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str❡❛♠s ✐♥ ❡❛❝❤ s❡t✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙t❛r❙s t❛s❦ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥
✇✐t❤ ♦✉r ♦✇♥ t❛s❦ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❝❧❛✉s❡s✿ ✭✶✮ ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♣❡❡❦ ❝❧❛✉s❡ ❢♦r ❛❧❧ str❡❛♠s ✐♥ t❤❡
str❡❛♠s❴♣❡❡❦ ❛rr❛②❀ ❛♥❞ ✭✷✮ ❛ ✈❛r✐❛❞✐❝ ♦✉t♣✉t ❝❧❛✉s❡ ❢♦r ❛❧❧ str❡❛♠s ✐♥ t❤❡ str❡❛♠s❴♦✉t ❛rr❛②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐ss✉❡ ❛ t✐❝❦ ❞✐r❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠ ✐♥ str❡❛♠s❴♦✉t✳
■♥r✐❛
❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❙tr❡❛♠✐♥❣ Pr♦❣r❛♠s ✶✸
❢♦r ✭✐t❡r ❂ ✵❀ ✐t❡r ❁ ♥✉♠✐t❡rs❀ ✐t❡r✰✰✮
❢♦r ✭✐ ❂ ✶❀ ✐ ❁ ◆✲✶❀ ✐ ✰❂ ❇✮
❢♦r ✭❥ ❂ ✶❀ ❥ ❁ ◆✲✶❀ ❥ ✰❂ ❇✮
④
st❛rss❴r❡s♦❧✈❡❴❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✭r❡❣✐♦♥❴❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ✫str❡❛♠s❴♣❡❡❦✱ ✫str❡❛♠s❴♦✉t✱
✫♥✉♠❴str❡❛♠s❴♣❡❡❦✱ ✫♥✉♠❴str❡❛♠s❴♦✉t✮❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ♣❡❡❦ ✭str❡❛♠s❴♣❡❡❦ ✔ ♣❡❡❦❴✈✐❡✇❬♥✉♠❴str❡❛♠s❴♣❡❡❦❪❬✵❪✮ ❭
♦✉t♣✉t ✭str❡❛♠s❴♦✉t ✓ ♦✉t❴✈✐❡✇❬♥✉♠❴str❡❛♠s❴♦✉t❪❬✶❪✮
④
❢♦r ✭❦ ❂ ✐❀ ❦ ❁ ✐ ✰ ❇❀ ✰✰❦✮
❢♦r ✭❧ ❂ ❥❀ ❧ ❁ ❥ ✰ ❇❀ ✰✰❧✮
❞❛t❛❬❦❪❬❧❪ ❂ ✵✳✷ ✯ ✭❞❛t❛❬❦❪❬❧❪ ✰ ❞❛t❛❬❦✲✶❪❬❧❪ ✰ ❞❛t❛❬❦✰✶❪❬❧❪
✰ ❞❛t❛❬❦❪❬❧✲✶❪ ✰ ❞❛t❛❬❦❪❬❧✰✶❪✮❀
⑥
❢♦r ✭❦ ❂ ✵❀ ❦ ❁ ♥✉♠❴str❡❛♠s❴♦✉t❀ ✰✰❦✮
④
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t✐❝❦ ✭str❡❛♠s❴♦✉t❬❦❪ ✔ ✶✮
⑥
⑥
❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ❝♦❞❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙t❛r❙s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✶✳
❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐s q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧✿ t❤❡ ♣❡❡❦ ❝❧❛✉s❡s r❡q✉❡st r❡❛❞✐♥❣ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❧✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❛s❦✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛❢t❡r t❤❡
❧❛st t❛s❦ t❤❛t ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❛t r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❧❛✉s❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤
✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ t✐❝❦ ❞✐r❡❝t✐✈❡ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛♥② s✉❜s❡q✉❡♥t t❛s❦s ❢r♦♠ ❛❝❝❡ss✐♥❣
t❤❡ ♦❧❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥✳
✸✳✸ ❈♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
▲❡t ✉s ♥♦✇ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ♣r♦♣❡r❧② ❡♥❢♦r❝❡❞ ✐♥ ♦✉r r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦❞❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦
r❡❣✐♦♥s A ❛♥❞ B✱ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s TA ❛♥❞ TB ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♦r❞❡r ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦❣r❛♠✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ♦✈❡r❧❛♣✿ A ∩ B 6= ∅✳ ❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❬✺❪✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ AδB ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss❡s ✐s ❛ ✇r✐t❡✱ s♦ ✐❢
❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐s ♦✉t♣✉t ♦r ✐♥♦✉t ♦♥ ✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❛s❦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ✢♦✇✲✱ ❛♥t✐✲ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❛❞✲❛❢t❡r✲✇r✐t❡✱ ✇r✐t❡✲❛❢t❡r✲r❡❛❞ ❛♥❞
✇r✐t❡✲❛❢t❡r✲✇r✐t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✮✳ ❆s ❙t❛r❙s ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❛♥❞ s❤❛r❡❞ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♣✐❡s✱ ✇❡
❡♥❢♦r❝❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳
▲❡t sA ❛♥❞ sB ❜❡ t❤❡ t✇♦ str❡❛♠s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ r❡❣✐♦♥s A ❛♥❞ B✳ ❙tr❡❛♠s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❡♥❢♦r❝❡
✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝❡rs ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✱ s♦ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ AδB t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❡♥❢♦r❝❡❞✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r TA t♦ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡r ♦❢
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t✱ ♦❢ ❛ str❡❛♠ s✱ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② TB ✳
■❢ TA ✇r✐t❡s t♦ r❡❣✐♦♥ A✱ t❤❡♥ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦♥ str❡❛♠ sA ❛♥❞ ❛s A∩B 6= ∅✱ ✇❡
❞❡❞✉❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡s♦❧✈❡r ♠✉st r❡t✉r♥ SA ∈ str❡❛♠s❴♣❡❡❦(TB)✱ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦❢ t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ B✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ TB r❡❛❞s t❤❛t ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ str❡❛♠ sA✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ TB ❜❡❢♦r❡ TA ❝♦♠♣❧❡t❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❜♦t❤ ✢♦✇✲ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s
❛r❡ ♣r♦♣❡r❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞✳
■❢ TA r❡❛❞s ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥ A✱ t❤❡♥ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐❢ TB ✇r✐t❡s t♦ B✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✵✶
✶✹ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥
❆s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ sA ∈ str❡❛♠s❴♦✉t(TA)✱ TA ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦♥ str❡❛♠ sA✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②
t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s♦❧✈❡r ♠✉st r❡t✉r♥ sA ∈ str❡❛♠s❴♣❡❡❦(TB) ❜❡❝❛✉s❡ TB ✇r✐t❡s t♦
B ❛♥❞ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t TB r❡❛❞s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇r✐tt❡♥ ❜② TA ✐♥ sA✱ t❤❡r❡❢♦r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡
❛♥t✐✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳
❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♦✈❡r✲s②♥❝❤r♦♥✐③❡ r❡❛❞✲❛❢t❡r✲r❡❛❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜② ♥♦t✐♥❣
t❤❛t sA /∈ str❡❛♠s❴♣❡❡❦(TB)✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥✿ ✐❢ A = B✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡
sA = sB ❛♥❞ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ sB ∈ str❡❛♠s❴♣❡❡❦(TB)✳ ❚❤✐s ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥❢♦r❝❡
❛♥t✐✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s tr❛♥s✐t✐✈❡❧② ✇❤❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❡❛❞ ❛❝❝❡ss❡s t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ ❞✐s❝❛r❞ ♦❧❞❡r
✈❡rs✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤r❡❡ t❛s❦ ✐♥st❛♥❝❡s TA✱ TB ❛♥❞ TC s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❛❝❝❡ss t❤❡
s❛♠❡ r❡❣✐♦♥ A✱ TA ❛♥❞ TB r❡❛❞ ❢r♦♠ A ❛♥❞ TC ✇r✐t❡s t♦ A✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r TA
❤❛♣♣❡♥s ❜❡❢♦r❡ TB ❛❧❧♦✇s ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❛t TA ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❢♦r❡ TC ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
♦t❤❡r✇✐s❡ ❛s t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② TA ✐♥ sA ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❜② TB ✬s ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥✳
❚❤✐s ♦✈❡r✲s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ r❡❣✐♦♥ ❢♦r TB ✱ t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤
A✱ ❜✉t ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ str❡❛♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ♦✉r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s s❧✐❣❤t ♦✈❡r✲s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳
✸✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❚❤✐s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❣❛♣
❜❡t✇❡❡♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❛rr❛② r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❞❛t❛✲✢♦✇ str❡❛♠s✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✐t ✐s ❛❧s♦
r❡❛s♦♥❛❜❧② ❡✣❝✐❡♥t✳
❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣✐❧❡r✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❙t❛r❙s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❝♦❞❡ ❜② ❤❛♥❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❙t❛r❙s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡s♦❧✈❡r ♣r♦✈❡❞ q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①tr❛❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡
♥❡❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦✉r ♦✇♥ ♠♦❝❦✲✉♣ ♦❢ ❛♥ ❛rr❛② r❡❣✐♦♥
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡s♦❧✈❡r ❢♦r ♦✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳
✹ ▲♦✇✲▲❡✈❡❧ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛♥ ❡♥t✐r❡❧② ♥❡✇ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✢♦✇✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢r♦♥t✲ ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡✲❡♥❞ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥ t♦ ●❈❈ ✹✳✻✳✶✱ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ str❡❛♠✐♥❣ t❛s❦ ❞✐r❡❝t✐✈❡s ✐♥t♦ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞s ❛♥❞ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❖♣❡♥▼P
str❡❛♠✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛r❡
t❛r❣❡t✐♥❣✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐♠♣♦s❡s ♦♥ ♦✉r str❡❛♠ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
✹✳✶ ❋❡❡❞✲❢♦r✇❛r❞ ❞❛t❛✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❆s ❛ t❛r❣❡t ❢♦r ♦✉r ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛ss✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❞❛t❛✲✢♦✇ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛❢t❡r
t❤❡ ❉❚❆ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❚✯ ■❙❆ ❬✶✵✱ ✷✻❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡✜♥❡s t✇♦ ♠❛✐♥
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞s✱ ♦r s✐♠♣❧② t❤r❡❛❞s ✇❤❡♥ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❢r❛♠❡s✱ ♦r s✐♠♣❧② ❢r❛♠❡s✳
❚❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞ st♦r❡s ✐ts ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ♠❛② ❛❧s♦ st♦r❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r
t❤r❡❛❞ ♠❡t❛❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛✲✢♦✇ ❢r❛♠❡ ❛❧s♦ s❡r✈❡s ❛s ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❢♦r t❤❡ t❤r❡❛❞
✐ts❡❧❢✱ t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ♣r♦❞✉❝❡rs ✇✐t❤ ❝♦♥s✉♠❡rs✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❛❞s ❛r❡ s✐♥❣❧❡✲
s✐❞❡❞✿ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r t❤r❡❛❞ ❦♥♦✇s t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❢r❛♠❡s ♦❢ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❝♦♥s✉♠❡r
t❤r❡❛❞s✳ ❆ t❤r❡❛❞ ✇r✐t❡s ✐ts ♦✉t♣✉t ❞❛t❛ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❢r❛♠❡s ♦❢ ✐ts ❝♦♥s✉♠❡rs✳
❊❛❝❤ t❤r❡❛❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r ✭❙❈✮ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢
♣r♦❞✉❝❡r✲❝♦♥s✉♠❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✿ ✉♣♦♥ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤r❡❛❞✱ t❤❡ ❙❈ ♦❢ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥t t❤r❡❛❞s
✐s ❞❡❝r❡♠❡♥t❡❞✳ ❆ t❤r❡❛❞ ♠❛② ❡①❡❝✉t❡ ❛s s♦♦♥ ❛s ✐ts ❙❈ r❡❛❝❤❡s ✵✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
■♥r✐❛
❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❙tr❡❛♠✐♥❣ Pr♦❣r❛♠s ✶✺
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ❞❡❝r❡♠❡♥ts t❤❡ ❙❈✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❙❈ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①t❡r♥❛❧❧② ✇r✐tt❡♥ t♦ ✐ts ❢r❛♠❡ ♣❧✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✉♠❡r
t❤r❡❛❞s t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ❝♦♥♥❡❝ts✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝r❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ t❤r❡❛❞ ❞✐r❡❝t❧② s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s t♦❦❡♥✲❧❡ss ❞r✐✈❡♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t♦❦❡♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✷✱ ✷✵✱ ✶✽❪ r❡q✉✐r❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡s✲
s❛r② t♦❦❡♥s ♦♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❡❞❣❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❡✐t❤❡r ✭✶✮ ❛ s❝❛♥♥❡r ♠✉st ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦
t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞s✱ ♦r ✭✷✮ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞s ❛r❡ s✉s♣❡♥❞❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r
♣♦s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐ss✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r r❡q✉✐r❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❧❡① st❛❝❦
s②st❡♠s ✭❡✳❣✳✱ ❝❛❝t✉s st❛❝❦s✮ t❤❛t ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ❙❈
❛❣❣r❡❣❛t❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ♠✐ss✐♥❣ t♦❦❡♥s ❢♦r ❛ t❤r❡❛❞✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦❞✉❝❡r t❤r❡❛❞s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥s✉♠❡r ✐s ✜r❡❛❜❧❡✳
❋♦✉r ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♠❛♥❛❣❡ t❤r❡❛❞s ❛♥❞ ❢r❛♠❡s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❝♦♠♣✐❧❡r ❜✉✐❧t✐♥s✱
r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✬s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡♠ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡✱ ❜✉t t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡ ❬✶✵✱ ✷✻❪✳
❼ ✈♦✐❞ ✯❞❢❴t❝r❡❛t❡✭✈♦✐❞ ✭✯❢✉♥❝✮✭✮✱ ✐♥t s❝✱ ✐♥t s✐③❡✮❀ ❈r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞
❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t❡s ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢r❛♠❡✳ ❢✉♥❝ ✐s ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✲❧❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡
❡①❡❝✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞✱ s❝ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❛❞✬s s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❝♦✉♥t❡r✱ ❛♥❞ s✐③❡ ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❢r❛♠❡ t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞✳ ■t r❡t✉r♥s ❛ ♣♦✐♥t❡r
t♦ t❤❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❢r❛♠❡✳ ❖♥❝❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ❛ t❤r❡❛❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞✳ ❈♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤r❡❛❞ r❡s♦✉r❝❡s ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❛❞✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
❼ ✈♦✐❞ ❞❢❴t❞❡❝r❡❛s❡✭✈♦✐❞ ✯❢♣✮❀ ▼❛r❦s t❤❡ t❤r❡❛❞ ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❜② ❢r❛♠❡ ♣♦✐♥t❡r ❢♣ t♦ ❜❡
❞❡❝r❡♠❡♥t❡❞ ✉♣♦♥ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤r❡❛❞✳
❼ ✈♦✐❞ ❞❢❴t❡♥❞✭✮❀ ❚❡r♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤r❡❛❞ ❛♥❞ ❞❡❛❧❧♦❝❛t❡s ✐ts ❢r❛♠❡✳
❼ ✈♦✐❞ ✯❞❢❴t❣❡t❴❝❢♣✭✮❀ ❘❡t✉r♥s t❤❡ ❢r❛♠❡ ♣♦✐♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤r❡❛❞✳
✹✳✷ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ r❡str✐❝t✐♦♥s
❉✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❛t❛✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐ts s❡♠❛♥t✐❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ✇r✐t✐♥❣
str❡❛♠ ❞❛t❛ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ❞❛t❛✲✢♦✇ ❢r❛♠❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ t✇♦ s✐♠♣❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥s
♦♥ ♦✉r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤✐s ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣❛t❤✿ ✭✶✮ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ str❡❛♠✱ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ ❛❧❧
❝♦♥s✉♠❡r t❛s❦s ♠✉st ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜✉rsts ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡r t❛s❦s ✭✐✳❡✳✱ ❛ ♣r♦❞✉❝❡r✬s
♦✉t♣✉t ✇✐♥❞♦✇ ♦♥ ❛ str❡❛♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♣❧✐t ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥s✉♠❡r ✐♥♣✉t ✇✐♥❞♦✇s✮❀ ❛♥❞ ✭✷✮
t❤❡ ❜✉rst ♦❢ ❛ ❝♦♥s✉♠❡r ✐s ❛❧✇❛②s ❡✐t❤❡r 0 ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ❤♦r✐③♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ ❛ t❛s❦ ♣❡❡❦s ♦♥ ❛
str❡❛♠✱ ✐t ❝❛♥♥♦t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ str❡❛♠✬s r❡❛❞ ✐♥❞❡①✮✳
❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞✱ ❜✉t ♥♦t ✇✐t❤♦✉t ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ♦r ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♦✉r
t❛r❣❡t ❛❜str❛❝t ❞❛t❛✲✢♦✇ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❖t❤❡r ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣❛t❤s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❡①♣❧♦r❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② ❬✷✹✱ ✷✸❪✱ ❜✉t ✇❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✢♦✇✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
♠♦❞❡❧✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ♠♦st ❞②♥❛♠✐❝ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡
r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥❧② ❜❡❛r ♦♥ s♦♠❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ str❡❛♠✲♦r✐❡♥t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦✈❡r s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇s ♦♥ ❛ str❡❛♠ ♦❢ ❞❛t❛✳ ❲❡ ♣❧❛♥ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛♥❞
r❡♠♦✈❡ ❛♥② r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✵✶
✶✻ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥
✹✳✸ ❈♦♠♣✐❧✐♥❣ str❡❛♠✐♥❣ t❛s❦s t♦ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞s
❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❬✷✹✱ ✷✸❪✱ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r str❡❛♠ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞s ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② r❡❧② ♦♥ str❡❛♠s ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱
❜✉t r❛t❤❡r ❛s ❛ ♠❡❡t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ♣r♦❞✉❝❡rs ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡rs ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ str❡❛♠ r❡❝♦r❞s t❤❡ ♣r♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡s ❛♥❞ ♠❛t❝❤❡s ❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡r ✇✐t❤ ✐ts ❝♦♥s✉♠❡r✭s✮✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❡❛❝❤ ♣r♦❞✉❝❡r✱ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❝❛♥ st❛rt ❡①❡❝✉t✐♥❣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ✐ts ❝♦♥s✉♠❡rs✬ ❞❛t❛✲✢♦✇
❢r❛♠❡s ✇❤❡r❡ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ✇r✐t❡ ✐ts ♦✉t♣✉t ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱
t❤❛t ❛❞❞s s♦♠❡ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ❜✉t t❤❛t ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ❜② t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ✐t ♣r♦✈✐❞❡s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ s♦♠❡ tr✐✈✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ str❡❛♠✐♥❣
t❛s❦s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❦❡② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞ ✭♦r t❛s❦ ✐♥st❛♥❝❡✮✱ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞
❢♦r t❤❡ str❡❛♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❡♠❜❡❞ ❛ ♠❡t❛❞❛t❛
❜❧♦❝❦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤r❡❛❞✬s ❞❛t❛✲✢♦✇ ❢r❛♠❡✳ ❲❡ s❤♦✇✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✱ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦
str❡❛♠✐♥❣ t❛s❦s ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❦❡② ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞✿ t❤❡ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ✈✐❡✇s✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r ❤♦❧❞s t❤❡ ♠❡t❛❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❧❛tt❡r st♦r❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss ✇✐♥❞♦✇s✳
✐♥t ① ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴✭✭str❡❛♠✮✮❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ♦✉t♣✉t ✭①✮ ✴✴ ❚✶
① ❂ ✳✳✳❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ✐♥♣✉t ✭①✮ ♦✉t♣✉t ✭②✮ ✴✴ ❚✷
② ❂ ❢♦♦ ✭①✮❀
str✉❝t ✈✐❡✇ ④
✴✴ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ❞❛t❛
✴✴ ❛❝❝❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇
✈♦✐❞ ✯❞❛t❛❀
✴✴ ♣♦✐♥t❡r t♦ ♦✇♥❡r ❢r❛♠❡























❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❉❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❝♦❞❡✿ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ str❡❛♠✐♥❣
t❛s❦s ✭t♦♣✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ✈✐❡✇ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ❢r❛♠❡ ❧❛②♦✉t ❛♥❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣
✭❜♦tt♦♠✮✳
❚❤❡ t♦♣ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✹ s❤♦✇s ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ t✇♦ str❡❛♠✐♥❣ t❛s❦s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡
t❤r♦✉❣❤ str❡❛♠ ①✳ ❚❛s❦ ❚✶ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ❛♥❞ ✉s❡s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✇✐♥❞♦✇ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ str❡❛♠✱
■♥r✐❛
❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❙tr❡❛♠✐♥❣ Pr♦❣r❛♠s ✶✼
✇❤✐❧❡ t❛s❦ ❚✷ ✐s ❝♦♥s✉♠❡r ♦♥ t❤❛t str❡❛♠✱ ❛❧s♦ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❡❝t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ✭♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮ t❤❡ ✈✐❡✇ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ t❤❛t ❛ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❛s❦✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦
❛❝❝❡ss ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ str❡❛♠ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ ✈✐❡✇ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦
t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r t❤r❡❛❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r
❛♥ ♦✉t♣✉t ✇✐♥❞♦✇✱ t❤❡ ✈✐❡✇✬s ✏❞❛t❛✑ ♣♦✐♥t❡r ❣✐✈❡s ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥♦t❤❡r t❤r❡❛❞✬s
❢r❛♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❛♥ ✐♥♣✉t ✇✐♥❞♦✇✱ t❤✐s ♣♦✐♥t❡r ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❤r❡❛❞✬s ♦✇♥ ❢r❛♠❡✳ ❖♥ t❤❡
r✐❣❤t✱ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ s❤♦✇s ❛ s❦❡❧❡t♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ❛ ❢r❛♠❡ ♠✐❣❤t ❧♦♦❦ ❧✐❦❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ❛ t❤r❡❛❞✬s ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts✱ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ❤❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✉♥✐q✉❡ str✉❝t✉r❡✱ ❜✉t r❡s♣❡❝t✐♥❣
t❤✐s ❧❛②♦✉t✿ ✐t ❛❧✇❛②s ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r✱ ❛ s❡t ♦❢ ✈✐❡✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t str❡❛♠ ❛❝❝❡ss ✇✐♥❞♦✇s t❤❡ t❛s❦ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡s ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛❴❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♥♦t
❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ ❛ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜✉✛❡r✱ ❜✉t ✐s ❥✉st ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❛r❦❡r ❢♦r t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✭♦✛s❡t✮
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❢r❛♠❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❛❞s
❝r❡❛t❡❞ ❢♦r t❛s❦s ❚✶ ❛♥❞ ❚✷ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤❛✐♥❡❞ ❛t r✉♥t✐♠❡✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈✐❡✇ ♠❡t❛❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡
♦❢ ❚✶ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈✐❡✇ ❢♦r t❤❡ ✭✐♠♣❧✐❝✐t✮ ♦✉t♣✉t ✇✐♥❞♦✇ ✏①✑✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✐ts
❝♦♥s✉♠❡r✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❚✷✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❚✷ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈✐❡✇ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ✇✐♥❞♦✇ ✏①✑✱
✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥ts t♦ ✐ts ♦✇♥ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ✈✐❡✇ ❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ✇✐♥❞♦✇ ✏②✑ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣♦✐♥t
t♦ ✐ts ❝♦♥s✉♠❡r✬s ❢r❛♠❡ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦ ♦♥❝❡ ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
✐♥t ① ❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴✭✭str❡❛♠✮✮✱ ♣r♦❞❴✇✐♥❞♦✇❬♣r♦❞❴❜✉rst❪✱ ❝♦♥s❴✇✐♥❞♦✇❬❝♦♥s❴❜✉rst❪❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ♦✉t♣✉t ✭① ✔ ♣r♦❞❴✇✐♥❞♦✇❬♣r♦❞❴❜✉rst❪✮
♣r♦❞❴✇✐♥❞♦✇❬✵✳✳♣r♦❞❴❜✉rst✲✶❪ ❂ ✳✳✳❀
★♣r❛❣♠❛ ♦♠♣ t❛s❦ ✐♥♣✉t ✭① ✓ ❝♦♥s❴✇✐♥❞♦✇❬❝♦♥s❴❜✉rst❪✮
✳✳✳ ❂ ❝♦♥s❴✇✐♥❞♦✇❬✵✳✳❝♦♥s❴❜✉rst✲✶❪❀















❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ▼❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡rs ✇✐t❤ ❝♦♥s✉♠❡rs ✐♥ ❛ str❡❛♠ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t✇♦ str❡❛♠✐♥❣
t❛s❦s ✭t♦♣✮ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ str❡❛♠ ✏①✑✱ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ✐♥❞❡①❡❞ ❞❛t❛ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r❛♠❡ ❝❤❛✐♥✐♥❣ ✭❜♦tt♦♠✮✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✱ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡rs ❛♥❞ ❝♦♥✲
s✉♠❡rs ✐s ♦r❝❤❡str❛t❡❞ ❜② t❤❡ r✉♥t✐♠❡✳ ❲❡ r❡❧② ❤❡r❡ ♦♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❡t ♦❢ str❡❛♠✐♥❣
t❛s❦s ✭t♦♣✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ str❡❛♠ ① ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t str❡❛♠ ❛❝❝❡ss ✇✐♥❞♦✇s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ❜✉rsts ❛r❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡
❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ str❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss❡s
♦❢ ❜♦t❤ t❛s❦s ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✸ ✇✐t❤
♣r♦❞❴❜✉rst ← 2 ❛♥❞ ❝♦♥s❴❜✉rst ← 4✳ ❆s s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✭❜♦tt♦♠✮ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t✇♦
✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r t❛s❦✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❢r❛♠❡s t✶ ❛♥❞ t✷ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦❞✉❝❡
✸❆♥❞ ❛❧s♦ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❛♥② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♠✉st ❛❜✐❞❡ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✵✶
✶✽ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥
t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r ♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r t❛s❦✳ ❚❤❡ str❡❛♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② s❡ts t❤❡ ♦✇♥❡r
✜❡❧❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈✐❡✇✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦✛s❡t ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✉♠❡r t♦
❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r✬s ✈✐❡✇ ❛❧✇❛②s ♣♦✐♥ts ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ♠❡♠♦r② ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤r❡❛❞ t✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r t❛s❦✱ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r t❛s❦ t❤r♦✉❣❤ ✐ts ✇✐♥❞♦✇✳
✐♥t ❳❬①❴❜✉rst❪✱ ❨❬②❴❜✉rst❪❀




↓ ❲♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ↓
✈♦✐❞ ✇♦r❦❴❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✈♦✐❞✮ ④
❢r❛♠❡❴t②♣❡ ✯❢♣ ❂ ❞❢❴t❣❡t❴❝❢♣ ✭✮❀
❢♦♦ ✭❢♣✲❃✈✐❡✇❴❳✳❞❛t❛✱ ❢♣✲❃✈✐❡✇❴❨✳❞❛t❛✮❀ ✴✴ ❚②♣✐❝❛❧❧② ✐♥❧✐♥❡❞
❞❢❴t❞❡❝r❡❛s❡ ✭❢♣✲❃✈✐❡✇❴❨✳♦✇♥❡r✱ ②❴❜✉rst✮❀ ✴✴ ❖✇♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ♦❢ str❡❛♠ ❵❵②✬✬
❞❢❴t❡♥❞ ✭✮❀
⑥
❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❈♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛✲✢♦✇ t❤r❡❛❞✳
❚❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✻ ❛♥❞ ✶✼✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛s❦
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻✳ ❚❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❛ str❡❛♠✐♥❣ t❛s❦ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❞❛t❛
♦♥ ❛ str❡❛♠ ① ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞❛t❛ ♦♥ ❛♥ ♦✉t♣✉t str❡❛♠ ②✱ ❜♦t❤ ❛❝❝❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
✇✐♥❞♦✇s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❜♦tt♦♠✮ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦✉t❧✐♥❡❞ t♦ ❛
♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛❧❧ st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ t❤r❡❛❞✬s ❢r❛♠❡✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♣♦✐♥t❡r r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❞❢❴t❣❡t❴❝❢♣ r✉♥t✐♠❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❛s❦✱ ❡❛❝❤ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss ✇✐♥❞♦✇ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❛t❛ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❝❛❧❧ t♦ ❞❢❴t❞❡❝r❡❛s❡
✐s ✐ss✉❡❞✱ ❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✬s ❡①✐t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t ❢r❛♠❡✳ ❚❤✐s ❝❛❧❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ✐t ❛t♦♠✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡♠❡♥ts t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ✭♦✇♥❡r ♦❢ t❤❡ ✈✐❡✇✮ ❢r❛♠❡
❜② ❛ ♥✉♠❜❡r ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ ❢♦r t❤✐s
❝♦♥s✉♠❡r✳ ❚❤✐s ❝❛❧❧ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t❡st t❤❛t s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r t❤r❡❛❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❞②
✭✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣✮ q✉❡✉❡ ✐❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r r❡❛❝❤❡❞ ③❡r♦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧❛st ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❞❢❴t❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❞❡❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ♥❡❝❡ss❛r②
❝❧❡❛♥✉♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✼✳ ■t s❤♦✇s✱ ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✻ ✭t♦♣✮✱ t❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t t❤❡ s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r❛❣♠❛
❛♥♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛♥❞ ♣r❡♣❛r❡ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❢r❛♠❡✳ ❲❡ ✜rst ✐ss✉❡ ❛ ❝❛❧❧ t♦ ❞❢❴t❝r❡❛t❡✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦❝❛t❡s ❛ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❢r❛♠❡ ❢♦r ♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦✱ ♣❛ss✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ✇♦r❦
❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❝♦✉♥t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ t❤r❡❛❞✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡
①❴❜✉rst✱ ♣❧✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t♣✉t ✈✐❡✇s ♦❢ t❤✐s t❤r❡❛❞✱ ❤❡r❡ 1✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡❝r❡♠❡♥t❡❞✱ ❜② t❤❡ str❡❛♠❴♠❛t❝❤❴✈✐❡✇s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡✈❡r② t✐♠❡ ❛ ❝♦♥s✉♠❡r ✈✐❡✇ ✐s
♠❛t❝❤❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤✐s t❤r❡❛❞✬s ♦✉t♣✉t ✈✐❡✇s✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ❢r❛♠❡✬s ♠❡t❛❞❛t❛✳ ❆❢t❡r t❤✐s✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠✐♥❣ ❝❧❛✉s❡✱ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❢♦r
■♥r✐❛
❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❙tr❡❛♠✐♥❣ Pr♦❣r❛♠s ✶✾
❢♣ ❂ ❞❢❴t❝r❡❛t❡ ✭✇♦r❦❴❢✉♥❝t✐♦♥✱ ①❴❜✉rst ✰ ✶✱ s✐③❡♦❢ ✭❢r❛♠❡✮ ✰ ①❴❜✉rst✮❀
✴✴ ✐♥♣✉t ✭① ✔ ❳❬①❴❜✉rst❪✮
❢♣✲❃❳❴✈✐❡✇✳❞❛t❛ ❂ ✫❢♣✲❃❞❛t❛❴❜❧♦❝❦❀
❢♣✲❃❳❴✈✐❡✇✳♦✇♥❡r ❂ ❢♣❀
str❡❛♠❴♠❛t❝❤❴✈✐❡✇s ✭✫❢♣✲❃❳❴✈✐❡✇✱ ①✱ ❘❊❆❉✮❀
✴✴ ♦✉t♣✉t ✭② ✓ ❨❬②❴❜✉rst❪✮
❢♣✲❃❨❴✈✐❡✇✳❞❛t❛ ❂ ◆❯▲▲❀ ✴✴ ❯♥❦♥♦✇♥ ❢♦r ♥♦✇✿ ❞❛t❛ st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r✬s ❢r❛♠❡
❢♣✲❃❨❴✈✐❡✇✳♦✇♥❡r ❂ ◆❯▲▲❀ ✴✴ ❯♥❦♥♦✇♥ ❢♦r ♥♦✇✿ str❡❛♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤✐s
str❡❛♠❴♠❛t❝❤❴✈✐❡✇s ✭✫❢♣✲❃❨❴✈✐❡✇✱ ②✱ ❲❘■❚❊✮❀
❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❈♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❣r❛♠ ✭t❛s❦ ❝r❡❛t✐♦♥ s✐t❡✮✳
t❤❡ ✈✐❡✇s ❝r❡❛t❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ str❡❛♠ ❛❝❝❡ss ✇✐♥❞♦✇s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐ss✉❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ str❡❛♠
❛❝❝❡ss❡❞ ❜② t❤❡ t❛s❦✱ ❛ ❝❛❧❧ t♦ str❡❛♠❴♠❛t❝❤❴✈✐❡✇s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛❞❛t❛ ❢♦r ♦✉t♣✉t ✈✐❡✇s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❞❡❝r❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✬s s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❝♦✉♥t❡r ❜② ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t ✈✐❡✇ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣❡r❧② ♠❛t❝❤❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥s✉♠❡r✳
✹✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❆ ❢✉❧❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❛ss ✉s❡❞ ❢♦r ❧♦✇❡r✐♥❣ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ r✉♥t✐♠❡ ✐s ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✹✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ str❡❛♠✲
❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜✉✐❧❞s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ●❈❈
❝♦♠♣✐❧❡r✬s ❖♣❡♥▼P ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣❛ss ❛♥❞ t❛r❣❡ts ❛ s❡♣❛r❛t❡ r✉♥t✐♠❡ ❧✐❜r❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts
str❡❛♠ ❞②♥❛♠✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❚❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r✬s ❢r♦♥t✲❡♥❞ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ♣❛rs❡ str❡❛♠✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s str❡❛♠ ❛t✲
tr✐❜✉t❡s✱ ❛♥❞ ❧♦✇❡r t❤❡♠ t♦ ●❈❈✬s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ str❡❛♠ t②♣✐♥❣ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t②♣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❜♦t❤ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧❛r ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❡❛♥
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✉♥✐ts✱ ❛♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝♦♠♣✐❧❡✲t✐♠❡ ❢❡❡❞✲
❜❛❝❦ ✇❤❡♥ str❡❛♠ t②♣❡s ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳
❋r❛♠❡ ❛♥❞ ✈✐❡✇ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥❞ t②♣❡❞ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s t♦ ❞✉♠♣ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ●❈❈ ✲❢❞✉♠♣✲tr❡❡✲✯ ✢❛❣s✱
✐♥ ❛ ❤✉♠❛♥✲r❡❛❞❛❜❧❡ ❢♦r♠❛t ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ str✉❝t✉r❡✬s ✜❡❧❞ ❛❝❝❡ss❡s ❛r❡ ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ❥✉st ❛♥ ♦✛s❡t✳ ❚❤✐s ♠✐t✐❣❛t❡s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ♥♦t r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ s♦✉r❝❡✲t♦✲s♦✉r❝❡
❝♦♠♣✐❧❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝❤❡❝❦❡❞✳
❚❤❡ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❖♣❡♥▼P ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣❛ss ✐♥ t❤❡
♠✐❞❞❧❡✲❡♥❞✱ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✢❛❣✱ ✲❢♦♣❡♥♠♣✱ t♦ ❛❝t✐✈❛t❡✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦❞❡
❞♦❡s ♥♦t t❛r❣❡t ●❈❈✬s ❧✐❜●❖▼P ❖♣❡♥▼P r✉♥t✐♠❡ ❜✉t ♦✉r ♦✇♥ r✉♥t✐♠❡ ❧✐❜r❛r②✱ ❧✐❜❲❙tr❡❛♠❴❉❋✳
✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❞❛t❛✲✢♦✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐ts ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❈✐❧❦ ❛♥❞ ❙t❛r❙s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s✳
❆❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✜❣✉r❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡st ♣✉❜❧✐❝❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t♦♦❧❝❤❛✐♥s✿ ❈✐❧❦ ✈✺✳✹✳✻❀ ▼❡r❝✉r✐✉♠ ❝♦♠♣✐❧❡r ✈✶✳✸✳✺✳✽ ❛♥❞ ❧✐❜✲
◆❛♥♦① ✈✵✳✼❛ ❢♦r ❙t❛r❙s✱ t❛r❣❡tt✐♥❣ ❛ ❞✉❛❧✲s♦❝❦❡t ❆▼❉ ❖♣t❡r♦♥ ▼❛❣♥②✲❈♦✉rs ✻✶✻✹❍❊ ♠❛❝❤✐♥❡
✇✐t❤ 2× 12 ❝♦r❡s ❛t ✶✳✼●❍③ ❛♥❞ ✶✻●❇ ♦❢ ❘❆▼✳
✹❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❞✐✳❡♥s✳❢r✴❙tr❡❛♠✐♥❣❖♣❡♥▼P
❘❘ ♥➦ ✽✵✵✶
✷✵ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥
❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❢♦✉r ♣❛rts✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ tr❛❞❡♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ ❈✐❧❦✬s s✐♠✲
♣❧❡✱ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t t❛s❦s✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ ❜❛rr✐❡rs✱ ❛♥❞ ♦✉r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❛s❦s✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣
❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ str❡❛♠s✱ ❜✉t ♦✛❡r✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳
❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❙t❛r❙s❀ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✖✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡rts ❙t❛r❙s ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s✖
❛❝❤✐❡✈❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❤❛♥❞✲✇r✐tt❡♥ str❡❛♠✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ ✉s❡ ❙t❛r❙s ❛❣❛✐♥ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐rr❡❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲❆P❆❈❑ ❦❡r♥❡❧✳
✺✳✶ P♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ✈s✳ ❜❛rr✐❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ str❡❛♠✐♥❣
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r✲s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❣❛✐♥st ❈✐❧❦ ♦♥ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤
t❡st✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝✉t♦✛ t♦
s✇✐t❝❤ t♦ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦♥❝❡ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❞❡♣t❤✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ✈❡r②
s✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ st✉❞② t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡①✲
❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ♠❛t❝❤ ❢♦r
❈✐❧❦✬s ❜❛rr✐❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛s ♦♥❧② t✇♦ t❛s❦s ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❚❤✐s r❡♠♦✈❡s ❛♥②
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r ❧♦✇
❝✉t♦✛ ♣♦✐♥ts✱ ✐t ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ r❛✇ ♦✈❡r❤❡❛❞s ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛♠♦rt✐③❡ s✉❝❤ ♦✈❡r❤❡❛❞s✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✬s ♥❡❡❞s
❢♦r ♠❡♠♦r② ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❝❛❝❤❡ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ♥♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡
♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✽✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤r❡❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♦❢ 45 ✈❛r②✐♥❣
t❤❡ ❝✉t♦✛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡② ✜❣✉r❡s ♦♥ t❤✐s ❣r❛♣❤
❛r❡✿ ✭✶✮ ❢♦r ❝✉t♦✛ 2 ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♥♦ ❝✉t♦✛ ❢♦r ❋✐❜♦♥❛❝❝✐✮✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❖♣❡♥▼P
str❡❛♠✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ✐s 240× ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❈✐❧❦✬s✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ❡q✉❛t❡s t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦✈❡r❤❡❛❞
❡❛❝❤ t❛s❦ ✐♥❝✉rs❀ ✭✷✮ ♣❡❛❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ❛ ❝✉t♦✛ ♦❢ 12 ❢♦r ❈✐❧❦ ❛♥❞ 22 ❢♦r ❖♣❡♥▼P
str❡❛♠✐♥❣✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ✇♦r❦❧♦❛❞s ✇✐t❤ ❛ ❣r❛♥✉❧❛r✐t② r♦✉❣❤❧② t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡















































Gauss-Seidel (size 8196, tile 256) on 24 cores
OpenMP Streaming
Cilk
❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❈✐❧❦ ♦♥ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ✭r✐❣❤t✮✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ❦❡r♥❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❤❡❛t
tr❛♥s❢❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ✺✲♣♦✐♥t st❡♥❝✐❧ ♦✈❡r ❛♥ ❛rr❛②✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
■♥r✐❛
❊①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❙tr❡❛♠✐♥❣ Pr♦❣r❛♠s ✷✶
♣r❡s❡♥ts ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❡st✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①✲
♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✱ ❣✐✈❡s ❛
❝❧❡❛r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❜❛rr✐❡rs✿ t❤❡ ❈✐❧❦ ✈❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❡①♣❧♦✐t
♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t✖♦r ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✖❛t ❛ t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡❛s ♦✉r ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣
✈❡rs✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤✐s ♦✈❡r✲s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧♦❛❞ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡✳ ❚❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✽✱ s❤♦✇ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣s✱ ❛❣❛✐♥st s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ❛♥❞ ❈✐❧❦ ✈❡rs✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦♥ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ 8192×8192
❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs✱ t✐❧❡❞ ✐♥ 256 × 256 ❜❧♦❝❦s✱ ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❜✉t t❤❛t s♦♠❡ ♣❛r❛❧✲
❧❡❧✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞✉♣ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❜♦t❤ ✈❡rs✐♦♥s✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ✉♣ t♦ 8.7× s♣❡❡❞✉♣✱ ②❡t ❛t ❧♦✇❡r ♥✉♠✲
❜❡rs ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ❈✐❧❦✬s ✇❛✈❡❢r♦♥ts ❤❛✈❡ ❧❡ss ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ ♦✉r str❡❛♠✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✱ ❢♦r ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ B×B t✐❧❡s ✇❤❡r❡ I ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✐s 2× (B+ I) ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ B2/2 ❛♥❞ I2/2✳ ❈✐❧❦ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s♣❡❡❞✉♣ ♦♥❧② ♦♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ s✉❝❤ t❤❛t ✇❛✈❡❢r♦♥ts ❝♦♥t❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ t♦ ♦❝❝✉♣② ❛❧❧ ✷✹
















































Gauss-Seidel (size 256, tile 64) on 24 cores
OpenMP Streaming
Cilk
❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❙♣❡❡❞✉♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ s♠❛❧❧❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
♦❢ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❈✐❧❦ ❜❛rr✐❡rs✳
❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ t♦ str❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞✉♣ r❡s✉❧ts ❢♦r ♦✉r ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✾✳
❚❤❡s❡ ❣r❛♣❤s s❤♦✇ t❤❡ s♣❡❡❞✉♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❛tr✐①
♦❢ 1024×1024 ❛♥❞ ❛ t✐❧❡ s✐③❡ ♦❢ 128×128 ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧❡r ②❡t ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ 256×256 t✐❧❡❞
❜② 64 × 64 ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❈✐❧❦✬s ✇❛✈❡❢r♦♥ts ❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✸✷ ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✺ ❛♥❞ ✽ ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱
❤♦✇❡✈❡r t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦ s✐③❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✐❝❦❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s♣❡❡❞✉♣s ❢♦r t❤❡ ❈✐❧❦
✈❡rs✐♦♥✿ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❜❧♦❝❦ s✐③❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ r❡s✉❧ts ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❜❛rr✐❡r ♦✈❡r❤❡❛❞
✭♠♦r❡ ✇❛✈❡❢r♦♥ts ❛♥❞ ❜❛rr✐❡rs✮✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ P♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s
♦✉r ✈❡rs✐♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ t♦ r❡❛❝❤ 3.25× s♣❡❡❞✉♣ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✐③❡❞ ♠❛tr✐①✳
✺✸✷ ✐s ❛ r❛t❤❡r ❜❛❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❛s❦s ♣❡r ✇❛✈❡❢r♦♥t ❢♦r ❧♦❛❞✲❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦♥ ✷✹ ❝♦r❡s✱ ❛❞❞✐♥❣ ②❡t ❛♥♦t❤❡r
❜❡♥❡✜t t♦ ♠♦r❡ r❡❧❛①❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✵✶
✷✷ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥
✺✳✷ ❚❛s❦✲❧❡✈❡❧ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st ❙t❛r❙s ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ❛♥❞ ❙♣❛rs❡ ▲❯✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐①
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱
❢♦r ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ❙t❛r❙s ♣r♦❣r❛♠s ✐♥t♦ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
♦♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❣r❛♣❤s✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❧❛tt❡r ✈❡rs✐♦♥ ❛s ✏tr❛♥s❧❛t❡❞✑✳
❖✉r ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✵ s❤♦✇s
t❤❡ s♣❡❡❞✉♣s ❛❣❛✐♥st s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢♦r t❤r❡❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✿ ✭✶✮ ❛ ❤❛♥❞✲❝♦❞❡❞
❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤
❈✐❧❦❀ ✭✷✮ ❛♥ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❙t❛r❙s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠❀ ❛♥❞ ✭✸✮ ❛ ❙t❛r❙s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛
♠❛tr✐① ♦❢ 8192×8192 ❞♦✉❜❧❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♥✉♠❜❡rs✱ t✐❧❡❞ ✐♥ 1024×1024 ❜❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❙t❛r❙s ✈❡rs✐♦♥✳ ❖✉r ❤❛♥❞✲❝♦❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭✶✮ r❡❛❝❤❡s ❛
♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ 7.6×✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭✷✮ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤
❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ 7.7×✱ ❜♦t❤ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❙t❛r❙s ✈❡rs✐♦♥ ✭✸✮ r❡❛❝❤✐♥❣ ♦♥❧② ❛ 6.6× s♣❡❡❞✉♣✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✐❧❡ s✐③❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ❣r❛♣❤ ✐s s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ♦✉r str❡❛♠✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡❛r❧✐❡r
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ✽✳✼× s♣❡❡❞✉♣ ❢♦r ❛ t✐❧❡ s✐③❡ ♦❢ 256×256 ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐s
♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s s♣❧✐t ✐♥ 8× 8 t✐❧❡s✱ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❡♥♦✉❣❤ ✇♦r❦ t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r
❞✐✈✐❞❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✇♦rr②✐♥❣ ❛❜♦✉t ❣r❛♥✉❧❛r✐t②✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r t❤✐s s♠❛❧❧❡r t✐❧❡ s✐③❡ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✵✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜♦t❤ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r✱ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱



















































❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❙t❛r❙s ❛♥❞ ♦✉r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❙t❛r❙s t♦
❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t✐❧❡ s✐③❡ ❢♦r ❙t❛r❙s ✐s 1024 × 1024 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ 256 × 256 ❢♦r
❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ✭r✐❣❤t✮✳
❲❡ ✇❡r❡ ✐♥tr✐❣✉❡❞ ❜② t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞✱ ❛t ✜rst✱ s✉s♣❡❝t❡❞ ❛♥ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❙t❛r❙s ✈❡rs✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠❡rs t♦ ♣❛② ❝❧♦s❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❞❛t❛
♣❛❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❙t❛r❙s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❛rr❛② r❡❣✐♦♥s ✭❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♦✈❡r✲s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡s♦❧✈❡r ❞❡t❡❝ts ❢❛❧s❡ ♦✈❡r✲
❧❛♣♣✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♦♥s✳ ❉❛t❛ ♠✉st ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ♣❛❞❞❡❞✱ t♦ ❛✈♦✐❞ s❡r✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ♣♦ss✐❜❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ❞♦✉❜❧✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t t❤✐s ✇❛s ♥♦t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❛s❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✇❤❡r❡ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥❢❡rr❡❞✳
❆❢t❡r ❝❛r❡❢✉❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡t❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞✐♥❡ss ♦❢ t❛s❦s✳ ❆♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❖♣r♦✜❧❡ s❤♦✇s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡
■♥r✐❛

























❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ ❚❛s❦✲❧❡✈❡❧ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ❛♥❞ ❙t❛r❙s✳ ❋♦r ❛ B×B t✐❧❡s ♠❛tr✐① ❛♥❞
I ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ✐❞ I ∗B2✱ ❤❡r❡ s♣❛♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ✻✹✵ ✭✶✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮ t♦ ✷✺✻✵✵ ✭✹✵✵
✐t❡r❛t✐♦♥s✮ t❛s❦s✳
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤✐s ❤❛s ❛ s✉♣❡r❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t
✐♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r s❝❛♥♥✐♥❣ ❢♦r r❡❛❞② t❛s❦s✳
❚❤❡ ❙t❛r❙s s❝❤❡❞✉❧❡r ❜❡❤❛✈❡s s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❛ t♦❦❡♥✲❜❛s❡❞ ❞❛t❛✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧✿ ✐t ♥❡❡❞s t♦ s❝❛♥
❢♦r r❡❛❞② t❛s❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐✈❡ t❛s❦s ❜❡❝♦♠❡s
❧❛r❣❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❙t❛r❙s s❝❤❡❞✉❧❡r ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ s❤❛r❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ tr❡❡ ♦❢
r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❛s❦s ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ❡①❡❝✉t❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❛s❦s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r r❡❛❞② t❛s❦s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ♦♥
t❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♦✉r s❝❤❡❞✉❧❡r ✉s❡s ❧♦❝❛❧ r❡❛❞② q✉❡✉❡s✱ ♦♥❡ ♣❡r ❝♦r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❧♦❛❞✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✼❪✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ s♣❡♥❞ t❤❡ ❡①tr❛
t✐♠❡ ❛t t❛s❦ ❝r❡❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r✲❝♦♥s✉♠❡r ♠❛t❝❤✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡rs
✇✐❧❧ ❦♥♦✇ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✉♠❡r t❛s❦s ❜❡❝♦♠❡ r❡❛❞②✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣♦❧❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦r ❛♥② ❧♦♦❦✉♣ ✐♥ ❛
s❤❛r❡❞ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❖♥❝❡ ❛ ♣r♦❞✉❝❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♥s✉♠❡rs ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ r❡❛❞②✱
✐t ❛❞❞s ✐t t♦ ✐ts ❧♦❝❛❧✱ ✇♦r❦✲st❡❛❧✐♥❣ r❡❛❞② q✉❡✉❡✳
❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝❧❡❛r❡r ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② t❤❡
t✇♦ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✶ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧
♦♥ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ 256×256 ✇✐t❤ 64×64 t✐❧❡s✱ ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐t②
✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❛s❦✲❧❡✈❡❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❛s❦s✱
❜❡♥❡✜t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❙t❛r❙s ✈❡rs✐♦♥ s❡❡s ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❞❡s♣✐t❡
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❲❤✐❧❡ ❛t ✶✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❙t❛r❙s ✐s ♦♥❧② 3.85× s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛t ✹✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐t ✐s 18.1× s❧♦✇❡r✳
✺✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐rr❡❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡s
❲❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❜❧♦❝❦✲s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❤❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❘❘ ♥➦ ✽✵✵✶






 16  256  4096  65536
Number of blocks







 16  256  4096  65536
Number of blocks







 16  256  4096  65536
Number of blocks







 16  256  4096
Number of blocks
SparseLU (block size 128x128)
OpenMP Streaming
StarSs
❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ ❙♣❛rs❡ ▲❯ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ✹ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ s♣❡❡❞✉♣ ✈s✳ s❡q✉❡♥t✐❛❧✳
❙t❛r❙s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♣❛r❡ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❛s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❡①tr❛❝t
t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡s♦❧✈❡r ❛♥❞✱ ✐♥ t❤✐s ✈❡r② ❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛ ♠♦❝❦✲✉♣ r❡s♦❧✈❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛s
❝♦♠♣❧❡① ❛s ❛ ❢✉❧❧ r❡s♦❧✈❡r✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❙t❛r❙s ❛s ✐t ❤❛s ❡♥t✐r❡❧②
❞②♥❛♠✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡❛s② t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s ✉s❡❞ ❛r❡
t✐❧❡❞ ✇✐t❤ 1/8t❤ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ❢✉❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❜❧♦❝❦s ❛❧✇❛②s ❢✉❧❧✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡s✉❧ts✱
♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✷✱ s❤♦✇ s♣❡❡❞✉♣s ❛❣❛✐♥st s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ ❜❧♦❝❦s ✭✐✳❡✳✱
❣r❛♥✉❧❛r✐t②✮✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 16 × 16 ✭t♦♣ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ t♦ 128 × 128 ✭❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✮✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ❣r❛♥✉❧❛r✐t②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ s♣❡❡❞✉♣s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❜❧♦❝❦s✳ ❖✉r str❡❛♠✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡s ✉♣ t♦ 1.65× s♣❡❡❞✉♣ ❡✈❡♥ ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❣r❛♥✉❧❛r✐t②✱ 9.6× ❢♦r ❜❧♦❝❦s ♦❢ s✐③❡ 32 × 32✱ 19.5× ❢♦r s✐③❡ 64 × 64 ❛♥❞ 22× ❢♦r s✐③❡ 128 × 128✳
❋♦r ❙t❛r❙s✱ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✿ ❧♦✇❡r ❣r❛♥✉❧❛r✐t✐❡s r❡q✉✐r❡
♠♦r❡ ❜❧♦❝❦s t♦ ♦❜t❛✐♥ s✉✣❝✐❡♥t ✇♦r❦❧♦❛❞ t♦ ❛♠♦rt✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞s✱ ❜✉t ♠♦r❡ ❜❧♦❝❦s ♠❡❛♥
♠♦r❡ t❛s❦s✱ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❧♦❛❞s ❙t❛r❙s✬ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ ❜❧♦❝❦ s✐③❡s ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡✱
❙t❛r❙s s❤♦✇s s✐♠✐❧❛r s♣❡❡❞✉♣s ❛s ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ 12.8× ✐♥
❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✇✐t❤ 1024 ❜❧♦❝❦s ♦❢ s✐③❡ 128 × 128✳ ❋♦r t❤✐s
s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r 16.4× s♣❡❡❞✉♣✳
✺✳✹ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❧② t✉♥❡❞ ▲❆P❆❈❑ ❦❡r♥❡❧
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈❤♦❧❡s❦② ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦
✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❝❛❧✐t②✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✸ s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❡❞✉♣s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❈❤♦❧❡s❦② ✉s✐♥❣ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts ❛♥❞ ❝❛❧❧s t♦ t❤❡ s❡✲
q✉❡♥t✐❛❧ ▲❆P❆❈❑ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r s✐① ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥♣✉t ♠❛tr✐① s✐③❡s✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 256×256 ✉♣ t♦ 8192×8192✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t✐❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤
✇❡ ❡①♣r❡ss ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❧♦❝❦s ♣❡r ♠❛tr✐① t♦ ❛❝❝♦♠♦❞❛t❡ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥♣✉t s✐③❡s ♣❡r ❣r❛♣❤✳
❚❤❡ ❣r❛♣❤ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❧♦ts ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✐③❡s ♦❢ ✐♥♣✉ts✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❜r❡❛❦
■♥r✐❛




















































❋✐❣✉r❡ ✷✸✿ ❈❤♦❧❡s❦② ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✉♣s ♦❢ ❖♣❡♥▼P str❡❛♠✐♥❣ ✈s✳ ▲❆P❆❈❑✳
❡✈❡♥ ❢♦r ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s✐③❡ 256×256✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❣❡t ❛ s♣❡❡❞✉♣ ♦❢ 1.08× ❢♦r ✶✻ ❜❧♦❝❦s ♦❢ s✐③❡ 64×64✳
❖✉r ❜❡st s♣❡❡❞✉♣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ s✐③❡ 4096× 4096✱ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✇❤❡r❡
✇❡ r❡❛❝❤ ❛ s✉♣❡r❧✐♥❡❛r 27.4×✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦ ❝❛❝❤❡ ❡✛❡❝ts✿ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡s ♦♥
✷✺✻ ❜❧♦❝❦s ♦❢ s✐③❡ 256× 256 ❡❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✜ts ♣r❡❝✐s❡❧② ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦r❡✬s ♣r✐✈❛t❡ ✺✶✷❑ ▲✷ ❝❛❝❤❡✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❜❡st s♣❡❡❞✉♣ ❢♦r ♠❛tr✐① s✐③❡ 2048× 2048 ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ✻✹ ❜❧♦❝❦s ♦❢ s✐③❡ 256× 256
❛♥❞ ❢♦r ♠❛tr✐① s✐③❡ 4096× 4096✱ ✐t ♦❝❝✉rs ❛t ✶✵✷✹ ❜❧♦❝❦s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✳
✻ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t♦ ❞❛t❛✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈♦♥
◆❡✉♠❛♥♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t ♠❛ss✐✈❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✜♥❡ ❣r❛✐♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❚❤❡ ❡❛r❧② ❞❛t❛✲
✢♦✇ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❬✾✱ ✽✱ ✷✾❪ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ❜② ♦♥❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r②
❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦✉♥t❡r ❜② ❛ ♣✉r❡❧② ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❡①❡❝✉t✐♥❣
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡✐r ♦♣❡r❛♥❞s ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s r❡❧②
♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❛❧❜❡✐t ❛t ❛ ❝♦❛rs❡r ❣r❛✐♥✱ ❡①❡❝✉t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♦r ❞❛t❛✲✢♦✇
t❤r❡❛❞s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳
❲❤✐❧❡ ♠❛♥② ❞❛t❛✲✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✶✷❪✱ ♥♦ ♦♥❡ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝✐t② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
❈❡❧❧❙s ❬✹❪✱ ❙t❛r❙s ❬✷✷❪ ❞❡✜♥❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ♣r❛❣♠❛s t♦ ♣r♦❣r❛♠ ❞✐str✐❜✉t❡❞✲♠❡♠♦r② ❛♥❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s❀ ✐t s✉♣♣♦rts ❜♦t❤ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✲✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ st②❧❡s✳
❙▼P❙s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❙t❛r❙s ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥s ❢♦r s❤❛r❡❞✲♠❡♠♦r② t❛r❣❡ts ❬✶✼❪✳ ❚❋❧✉① ❢♦❧❧♦✇s ❛ ♠♦r❡
❞❛t❛✲✢♦✇ ❝❡♥tr✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✷✼❪✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥ ♥❡st❡❞ ❧♦♦♣s ❛♥❞
t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ ❉❛t❛✲❉r✐✈❡♥ ▼✉❧t✐t❤r❡❛❞✐♥❣ ✭❉❉▼✮ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✶✺❪✳
❚❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ str❡❛♠✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛✲✢♦✇ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ❛s
✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦✱ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ✇✐t❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ str❡❛♠s ♦❢
❞❛t❛ ❬✷✹❪✳ ❋✐rst✲❝❧❛ss str❡❛♠s ♦❢ ❞❛t❛ ✐♠♣r♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♣❛tt❡r♥s s✉❝❤ ❛s ❜r♦❛❞❝❛st✱ ❞❡❧❛②s✱ ❛♥❞ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❚❤✐s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞
❜② ❞❛t❛✲✢♦✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣✐♦♥❡❡rs✱ ✇❤♦ ❞❡s✐❣♥❡❞ ■✲str✉❝t✉r❡s ❛s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ str❡❛♠s ♦❢ ❢✉t✉r❡s t♦
❛❧❧❡✈✐❛t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞s ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬✶❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s str❡❛♠✐♥❣ ❞❛t❛✲✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠s ❬✷✺❪✳ ■♥
t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s r❡s✉❧t t♦ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✢♦✇✱ s❡♣❛r❛t❡
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ r✐❝❤❡r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥s s✉❝❤ ❛s ❙t❛r❙s ❞②♥❛♠✐❝ ❛rr❛② r❡❣✐♦♥s✳
❚❤❡ ❙tr❡❛♠■t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬✷✽❪ ✐s ❛♥♦t❤❡r str❡❛♠✲❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧♦✲
❘❘ ♥➦ ✽✵✵✶
✷✻ ❆✳ P♦♣ ❛♥❞ ❆✳ ❈♦❤❡♥
st❛t✐❝ ❞❛t❛ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬✶✻✱ ✻❪✳ ❖✉r ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ❖♣❡♥▼P ❛r❡ str✐❝t❧② ♠♦r❡
❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ ❙tr❡❛♠■t✱ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ♦❢ ❙tr❡❛♠■t✬s st❛t✐❝ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s✳
❙tr❡❛♠■t ✉s❡s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✲t✐♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱
t❛r❣❡t✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❤❛r❡❞ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♠❡♠♦r② t❛r❣❡ts ❬✶✶❪✳ ❇✉t ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡s❡
r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✐s
✇✐❧❧✐♥❣ t♦ s♣❡♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡✛♦rt t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t✉♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s t♦
❞❡❞✐❝❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ t❛s❦ ♠❛♥✉❛❧❧②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♣r❛❣♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❖♣❡♥▼P ❤❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② t❛❦❡♥
❢♦r ②❡❛rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❞✐s❝♦✈❡rs t❤❛t t❤❡ ❝②❝❧♦✲st❛t✐❝ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ✐t
♠❛② tr✐❣❣❡r ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ t❛s❦ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ♠❛t❝❤✐♥❣
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦rt❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❙tr❡❛♠■t✳
✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❞❛t❛✲✢♦✇ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❖♣❡♥▼P ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r✉♥t✐♠❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♥❡✇ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s✉♣♣♦rt ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♣❛t✲
t❡r♥s ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣❛t❤ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❛t❛✲✢♦✇ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❛ ✈❡r②
❡✣❝✐❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞❛t❛✲✢♦✇
❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✇❛❧❧s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ❞❛t❛✲✢♦✇
t❤r❡❛❞s ♠❛② ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜❛rr✐❡rs ♦❢ ❛ str✐❝t t❛s❦ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞
❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛ ❧♦❛❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❧❛r❣❡❧② ❝♦✉♥t❡r❛❝t t❤❡s❡ ❝♦sts✳ ❖✉r ❧❛♥❣✉❛❣❡
❛♥❞ t♦♦❧ ✢♦✇ ❛❝❤✐❡✈❡ ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ✐♥ ❛♥ ✉♥♠❛♥❛❣❡❞ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡
r❡t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❜❡♥❡✜ts✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♦♣❡♥ ♠❛♥② q✉❡st✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦sts ♦❢ ❞❛t❛✲✢♦✇✱ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ♣✉s❤✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛
r♦❜✉st ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❛❧s♦ ♦♣❡♥s t❤❡ ❞♦♦r t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❧❛r❣❡r✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❜❡♥❡✜ts s❤♦✉❧❞ s❤✐♥❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥✉♠❡r♦✉s ❝♦♠♣✐❧❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ②❡t
t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❡♥❛❧t② ♦❢ ❛❧❧
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